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2. domaca naloga iz Fizike trdne snovi

1 Enoverizna DNA

Obravnavati sem morala prevodni pas verige predstavljene na Slikal v priblizku tesne vezi. Podano
pa je bilo:

¢ = 1a=0,34nm (Slikal)
preskakovalni integral: |t| = 0,2eV
energija najnizje nezasedene molekulske orbitale:
-A €5, = 2,52eV
-Beg, =2,76eV.
1.1 Disperzija elektronske energije ter Sirina pasov

1.1.1 Baza

Pri opisu mreze moramo povedati kaksna je baza oz. vektorji, s katerimi povemo povezavo med
gradniki v enoti Bravaisove mreze. V nasem primeru je baza kar (Slikal):

7o =0 Adenin
71 =¢(1,0,0) = b Guanin.

1.1.2 Primitivni vektorji

Tudi primitivne vektorje lahko preberemo iz Slikal:

1.1.3 Vektor Bravaisove mreze

Vektor Bravaisove mreze zapiSemo kot linearno kombinacijo primitivnih vektorjev in upostevamo
mg = m3 =0 (1D primer):

R = my@y + mads + mais = mia(1,0,0).



1.1.4 Izracun disperzije elektronske energije

Nastavek za valovno funkcijo elektronov za dva gradnika v bazi:

U= ZeEEBléAr—R)+Bg®G( —b—R).

S tem nastavkom resujemo Schrédingerjevo enacbo:
HYU = e(k)¥
katero pomnozimo z leve z in nato Se integriramo po:
L /j®%(r) / [dr

Blfzelk%* (MHOA(F— dr—i—Bg/ZelkR@* (AH®G(F— b — B)di —

—Bl/Ze’chb* (F)e(k)D A (7 — )dF+Bg/Ze"ER@Z(F)e(E)@G(F—5—ﬁ)d? =

Velja Se:
€sy, = [ OH(F)HP A(T )dr (R = 0, sedimo na adeninu; smo znotraj osnovne celice)
t=[PY(F)HOq(r — b)d7 (le ko sestevamo po najblizjih sosedih, smo med celicama).

Tako lahko zapiSemo:

Blesl+B2ZemRt — Bie(E /@Am@A Vd7 + Boe(k /ZemR@D* (M D (7 — B)dF

V prvem ¢lenu na levi in na desni strani enacbe smo izgubili vsoto, ker smo rekli, da ima
prekrivalni integral nenicelno vrednost le takrat, ko R = 0. V drugih dveh ¢lenih pa sestevamo
le po najblizjih sosedih oz. R+ b =b.

UpoStevamo Se:
[ @ (F)a(F)dF = 1
J @4 (7)®q (7 — b)dF = 0 (adeninov elektron ima velik vpliv na adeninu, majhen na gvaninu)

ter dobimo izraz:

Bies, + Bat(b) Ze“z'ﬁ = Bie(k).

2. JOL(F—b) [ [dF

Bl/ZeZk R, (7 — )H@A(T—R)dr—i—Bg/Ze’k Ryt (7 — ) HOG(7 — b — R)dr =



- =
—,

= By [ 3 R - DBl ~ R)dr + By [ Y PRy (- BeRa(r— b - Rdit =
R 7
= Bie(h) / P D)0~ R)di+ Bae(k) [ 3 R0~ B (- b - Rydr.
i

Velja Se:

€s, = [ PL(T — E)H ®q(F— b)di (R =0, sedimo na gvaninu; smo znotraj osnovne celice)
= [OL(F— b)H® 4 (7)d7 (le ko sestevamo po najblizjih sosedih, smo med celicama).
Slednje velja, ker: n

J( 5 €F By (7 — ) HD A(7))*di = [ X s e~ F RO (A H* D (7 — b)dir = X e F .
Pri zadnjem enacaju smo seveda upostevali, da je H hermitski.

Tako lahko zapiSemo:

B Ze ER () 1 Byes, = Bre(k) S P F / O, (F—b— ) 4 (7= B) A+ Boe (K / OL(F FB)dr.

V drugem c¢lenu na levi in na desni strani ena¢be smo izgubili vsoto, ker smo rekli, da ima
prekrivalni integral nenic¢elno vrednost le takrat, ko R = 0. V prvih dveh ¢lenih pa sestevamo le
po najblizjih sosedih (na desni smo rekli b = R+ b).

Upostevamo Se:
[ @ (7 — 5) (7 — B)dr -
JOL(F— b— R)q) A(7— R)dr = 0 (gvaninov elektron ima velik vpliv na gvaninu, majhen na adeninu)

ter dobimo izraz:

Bit*(0) S e *F 4 Bres, = Bue(k).

—

R

Tako lahko dobljeni enacbi zapiSemo Se enkrat:
Bl(esl - G(E)) + BQt( )ZR ZkR =0
Bit*(5) X s e 4 By(es, — e(K)) = 0.

To pa lahko seveda zapiSsemo v obliki:

Kjer je matrika sistema enaka:

A:< s, —e(k) <>2R fﬁ)
FESpe ™ es, —e(R)

Netrivialno resitev dobimo, ¢e reéemo, da je det. A = 0. Torej:

(65, = O)(es, =€) — 1" TP AT e~ = 0
¢ —eles, + es2) — [t e P



) . €s, +652:|:\/6251 +5252—551 652+4|t‘2‘ ZeiE.FzP
Oziroma: €(k)12 = 5 .

R po katerem sestevamo pa dolo¢imo iz pogoja, da:
[R+0b[=1b] [R—b= 0]
ma+§=5 ma—45=35

]

27 2
mi; =0 mp =1
R =0 Ry =a(1,0,0).
Oznacimo N = %, M = €% + €%, —es, €5, = (€5, — €5,)? ter zapiSimo izraz za e(k) z razpisano
vsoto:
" M + 4|t]2| 3 eik-F |2
i o VM AP SR AR

2

2

VM + 4211 + etheal?
N+ _

VM + 4]t]2]1 + cos(kya) + isin(k,a)|?

= N=*
2

. VM A+ 4J2((1+ cos(kpa)? + sin?(kpa))

2

2
N VM + 4]t]2(1 + 2 cos(kza) + 1)

2

VM +4]t22(1 + cos(kya))

= N=£
2

M + 8|t|22 cos2( kza
NJ ] (552)

2

M + 16]t|2 cos?(kza
vV [#12 cos?(L52)

2

2

sy tes, | (651~ esa)? 4 16[t22 02 (K5%)

2

To seveda predstavlja iskano disperzijo elektronske energije.

1.1.5 Skica disperzije elektronske energije

Na Slika2 je narisana disperzija elektronske energije. Zgornji pas (A™) dobimo, ¢e v enacbi (1) vza-
memo pozitivni predznak pred korenom, spodnji (A7) pa, ¢e vzamemo negativnega. Vmesni prostor
pa predstavlja prepovedan pas s Sirino A. Vidimo, da je minimum pri pasu A~ enak maksimumu

2
7a)"

pasu A+. Adenini nastopajo pri k, =0

1.1.6 Sirina pasu

Na Slika2 so oznaceni pasovi, ki so omejeni z:
(€5, —€s,)°+16]t[?
2

€5, t+e€s.
€max+,min— (k = 0) = = 3 Z +

., gvanini pa pri k, =

T 37
o a



2
T 651+€52 \/(651 —652)
) - 2 + 2 :

fmaac—,min—l—(k =4

Ce gledamo le zgornji pas:

= sy +esy I (€5, —€5,)%+16]t]2

max 2 2

+ o etes, | VsiTes)t o g da upostevali, d

Emin = 5 —+ 3 = 652 , KJer Smo seveda upostevall, da 652 > 65’2.

Oziroma, ¢e gledamo le spodnjega:

— _ 651+652 Y (651_632)2

€maz = 5 3 = €g, , kjer smo tudi upostevali, da e€g, > €g,
—  _ es;tesy,  y/(es; —€s,)?+16]t]?
€min = 2 2 :

Tako lahko zapiSemo Sirino pasu:

+ €5, —€5.,)2+16]t|?
A+ — et ot _6512ﬁs2+\/(sl S5) I¢] e

max min ~ 2 So

_ €5, Fes, I (es, +es,)2+16]t[2
- 2 2

2 2
- - — _ €51 +552 (651 _652) +16‘t|
o AT = €maz — Cmin = €S2 — 9 + D)

€51 +652 + (651 +652)2+16|t‘2
2 2

Torej velja AT = A~

Sirina pasu je potemtakem enaka:

€ € 2 2
At = A~ = St g Vst PRI _ g 998.1 + 36V

Sirina prepovedanega pasu pa:
A=c  —e =e5, —cs =0, 24eV

min

1.2 Efektivna elektronska masa na dnu in na vrhu pasov ter energijska odvisnost
gostote elektronskih stanj
1.2.1 Efektivna elektronska masa

)
Efektivno elektronsko maso izra¢unamo po formuli: m™! = 1 9°e(k) LML

R ok2 R
Dc _ 4 161tP2cos(P)(—sin(*50)s | 2fta(sin(kea))
ok 4\/(651 —€s,)2+16]t]2 cosQ(kIT'a) \/(551 —€s5,)2416]t]2 Cos%%a) ’
kjer smo seveda upostevali 2 cos(kga) sin(%) = sin(ka).
M= P i2|t|2a(—cos(lc%a))a\/(631—652)2+16|t\2cos2(%) +or
ok (5517552)2216|t|2C0s2(:"—”Ta) ’
.. . 16|t]?2 cos( 222 ) (— sin(£z2))2
kjer je a = 2|t|?asin(k,a) i (5 )(-sin(f ),12 .
2 \/(es, —€s,)2+16]t[2 cos? (Fz2)
. 2[t[2a?(— cos(kza)) /~+8[t[2a?(— sin?(kpa))—=
Torej: M~! =+ 3 Vo in
-1 i 2my _ i_2‘t|2a2 (651—552)2+16|t‘2 - 1 72\t|2a2
mmax+,minf (k‘ = 0, a ) = Zthz (651 —652)2+16|t|2 ihz \/(5517652)24’16“‘2 ter



_ 2|t12a?+/(eg. —e€s,)? 2 2,2
1 (k_ 7r) :i# [¢] (es;—€55) 4+ 2|t]%a — 4+ 2|t|%a

m , kjer smo upostevali,

min+,max— ~ a (€5, —€55)? h2 (€35, —€55)2 h2 €sy—€s,
da €eg, > €g,.
S stevilkami:
® Mot min— = +(—6,3910% )
 Mpint maz— = +(2,2210%0L),

Torej je efektivna elektronska masa glede na pas in ekstrem enaka:

’ predznak, pas ‘ ekstrem ‘ m_l[kig] ‘ m[kg] ‘
- spodnji max | —2,2210%° [ —4,50103"
min | +6,3910%° | +1,561073°
+ zgornji max —6,3910% | —1,561073!
min | +2,2210%° | +4,501073!

To je tudi prikazano na Slika3, kjer je o¢itno, da je na vrhu obeh pasov efektivna elektronska masa
negativna (kot da bi imeli tu vrzeli), na dnu pa je pozitivna (kakor da bi imeli elektrone). Opazimo
lahko Se, da je na dnu zgornjega/spodnjega pasu efektivna elektronska masa po absolutni vrednosti
enaka tisti na vrhu spodnjega/zgornjega (enako vrzeli kot elektronov).

1.2.2 Gostota stanj
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a

Gostoto elektronskih stanj sem dobila po enacbi: gn(e) = L f@ d(e — en(K))dE

€5y Tesy + \/(651—652)2+16\t|2200s2 “L2)
2 2

kjer sem vstavila za e, (k) =
itivni celici.

in vse skupaj pointegrirala po prim-

Za sam izra¢un sem uporabila Mathematica-o, ki je dala rezultat predstavljen na Slika4. Rezultat je
enak ne glede na to ali za €, vstavimo zgornji ali pa spodnji pas (Ge uporabimo za izra¢un zgornji pas
(v disperziji vzamemo +), dobimo v rezultatu tudi gostoto stanj za spodnji).

Seveda pa lahko gostoto elektronskih stanj izra¢unamo tudi s pomocjo gradienta (integriramo po
ploskvi konstantne energije Se v 3D, po krivulji konstantne energije [, v 2D...):

_ dS, 1 _ dly, 1 o O(ky—ky)dk, 1 11 ..
gn(f) — JSe 4n3 |Vk€n(k)| — Jle 272 |Vk€n(k)‘ - f T ‘aﬁn(k;c)‘ I |Ben(kw)|7 kJer Je
ok, Okx
|65n(k1)| B 4a|t\2005(%)sin(%)

Okz V/16][2 cos? (252 ) (s, —es,)?

ky = %aurccos(ﬁ\/e2 + €(es; — €5,) +€5,€5, )

Tako pa lahko zapiSsemo koné¢ni izraz za gostoto stanj, ki je prikazana na Slikad:

V(26— (es, +€5,))?
may/(e —€s,) (€ — 652)\/4]t|2 — €2+ 4e(es, +€s,) — €54€8,

gn(€) =




1.3 Primer splosnega zaporedja adeninov ter gvaninov

Na Slikab je prikazan model sploSnega zaporedja adeninov ter gvaninov, ki ga lahko zapiSemo kot
(AxGi)n, kjer n — oo.

1.3.1 Baza

Bazo v tem primeru predstavlja zaporedje k adeninov ter [ gvaninov (ki se n-krat ponovi). Seveda
tukaj postopamo popolnoma enako kot smo v nalogi 1.1.1. Tako lahko zapisemo naSo bazo:

1 =0 adenin
™ = 5(1,0,0)

73 = 25(1,0,0)

= (k—1)5(1,0,0)

1 = k5(1,0,0) guanin

Pt = (k+1-1)5(1,0,0).

1.3.2 Primitivni vektorji

Primitivne vektorje dolo¢imo kot v nalogi 1.1.2 in s pomocjo Slikab:
ar = (k+1)5(1,0,0)

dy = «(0,1,0)

as = 5(0,0,1).

1.3.3 Vektor Bravaisove mreze

Tudi tu se zgledujemo po prejsnji nalogi (1.1.3; my = mg = 0) in uporabimo primitivne vektorje
iz 1.3.2 ter zapiSemo vektor Bravaisove mreze:

3 o S . a

R = mydy + mady + msds = my(k + l)§(1’ 0,0).

1.3.4 Izracun disperzije elektronske energije

Kot v nalogi 1.1.4 tudi tu zelimo dobiti izraz za disperzijo elektronske energije.

Valovna funkcija za k + [ elektronov pa je sedaj:

U= ZéeiE'R[BﬁI)A(F: R) + By®a(F =7 — R) + By®a(F =75 — B) + ...+ Bu@a(F — 71 — K) +
+ Bip1Pa(F— k1 — R) + ... + B P (7 — 7y — R)].

Tu sem seveda rekla, da B; pripada adeninu, B; pa gvaninu.

-,

S tem nastavkom resujemo HY¥ = ¢(k)V (ter se delamo, da imamo le (k +1)-atomov oz. da smo vedno
v celici oz. da je vektor po katerem sestevamo vedno R = 0).



Na Schrodingerjevo enacbo delujemo z:

L jou(r) [/ [dF
Bi [ Y e R(I)Z(F)H(IJAC— R)di+ By [ Y e“?ﬁcp;(f)fmé(f— 7y — R)di +
+ B3fZR Z(?ZjHCI)A(T — 73 — R)d?—i— e —i—kaZR'@ik'R(I)*A(F)H(I)A(F— T — R)df—i—
+ B [ Y pe fR (P HOG(F — gy — R)dF+ ...+
+ Biy [ X 5 €M R0 (M HG(F — Py — R)di =

= B1 [ 5 F0% (Me(R)@a(7 — R)dr + By [ Y R (7)e(R) @4 (7 — 7 — R)dr +
+ By [ S5 R RO (Re(R) D (7 — % — R)di+ ... + By [ ¥ F B (Pe(R) D a(F — 7 — R)di +
+ Brs1 | X R0 (1) ()0 (7 — Fopr — R)di+ ..+
+ Byt [ X5 e R0 (Pe(k) e (7 — Py — B)di =
= Bie(R) | ¥ e R (A)@a(F — R)dif + Bae() [ X R4 (7@ a(7 — 7 — B)dr +
+ Be(k )sz KR (P DA (7 — 7 — R)di + ... + Bye(R) [ ¥ g ¥ B0 (M@ (7 — 7 — R)d
+ Biae(R) [ X e F 05 (726 (7 — T — R)dr + ...+
+ Biyie(k) [ £ 5 e R% (7) Do (F — Py — R)dF.
Ponovno recemo da velja:
= [ ®%4(F)H® a(P)dF

taa=1ts = f(I)Z(f&)H(I)A(Ff 7o) dr
J@L(P)Pa(F)di =1

[ @4 (F)Pa(F—7)dF =0,1=2: (k+1).
F—i—R=F—7 .
seveda sestevamo vedno v celici:)_ 5 |

Torej:

Bieg, + Bata + B3 f ‘I):Z(F)HQA(F— 73)di + ... + By f(I)Z(F)H(I)A(F— T )dr +
+ Bi11 f (I)Z(fjH(I’G(F— 7714;+1)d77+ oo+ Biyy f ‘PZ(??)HCI)G(’F— Fk_H)d’I?:

= Bie(k) [ ®4(F)@a(7)di + Bae(k) [ ®4(F)Pa (7 — Fa)di +

+ Bye(k) [ ®4(F)@a(F = 73)dF + ... + Bre(k) [ ®4(F)1@a (7 — ) d7 +

+ Bk+1§(k) J @4 (F)Pe(F — Fryr)dF + ... + BkHe(E) J 4 (F) P (T — Ty )dr =
= Blé(k)

Sedaj pa Se upoStevamo le preskakovanja med sosedi oz.:

J O (F)YHPA(F—7)dr=0,i=3:k

J @4 (P H®q(F—15)dir =0, i = (k+1) : (k+1).

Bieg, + Bats = Ble(E).

2. [Q(r—m) /[dF i=2:(k+1)

Bleﬁek 1y
+ A [Y g€ FR

—

G(F=TF)H®4(F— R)dF+ B [ Y ¢ik- R<1>A G(F =T H® 4 (7 — 7 — R)dF + . ..
*AG<T7—T’Z)H(I’Ag(_' e R)dT’—‘r...—i—



+ B f ZR m R(I)A G(r — T'Z)H‘I)G(F

= Bie(k) [ X pe eik Ri)A’G(r—n)CI)A(F R)dF+Bge(E)fzﬁeik'RéjLG(F—ﬁ)(I)A(F—Fgfﬁ)dFJr
R

+AE fz ZkR(I)ZG( Tl)(I)Ag(
+ Biie(k )/ X ge eiF Rq)AG(""—Tz)‘I)G(

‘El ﬁl
*1

t

]}

N—

QL

=

R

D

]

oF % za i=1:k
ACGT Y @ za i=(k+1):(k+1)

B, za i=1:k
B; za i:(k—i-l):(k—i-l)

{ €s, za 1=1:k
€5, = .

A =

—

€s, za 1= (k+1):(k+1)
lta_a|l =ta = [O4(F—7j_1)HDP4y (T—T‘]) ] 1,kjerj:2:k:
ta-cl =tc = [ PL(F = Tj—1) HRc(F — 7 )d —1, kjer j = (k+2): (k+1)
lta—g| =t = f@Z(F—Fk)H@G(F—Fk+1) dr =

ta za i=1:(k—-1)
lti| =% t¢ za i=(k+1): (k:—I—l—l)

seStevamo po celici:) 5 e

Vse to upostevamo:

By [ @*(F — 7)) H®(F)dF + By [ ®* (7" — 7)) HO (7 —
+ Ay [ON(7F— ) HO(F — 7-1)dr + A; [ *(7 —
+ A1 [ O (F— F)HO(F — Fipr)dr + ...+
Bty [ (7 — 75) HR(7 — Ty )di =

= Bie(k )f<I>*( 75)P
+ Aiae(k) [ @
+Ai+1€(lf)f¢’ (
+ Biie(k f(I)

Sedaj pa Se upostevamo vse od prej (preskakovanja med sosedi. .. ):

‘31 ﬁl

(

i) T 2

— F)B(F — 71 )dF + Ase(k) [ ®*(F — 7)®(F — 7)di +
— F)D(F — Ty AP+ ..+

— ) (F — Fopy)dF.

\31 %l

ﬁl

./42'717?_1 + Aszi + At = .,416(/2)

Tako lahko dobljen sistem enaCb zapiSemo Se enkrat:
Bi(es, —€(k)) 4+ Bata =0  Ll.vrstica

Aiit? 1+ Ai(es;, —€) + Aitati =0 i-ta vrstica
Biyiits + Bryi(es, —e(F)) =0 (k+1)-ta vrstica



To pa lahko seveda zapisemo v obliki:

By
By

Bi+1

Bi i

Ce pa zapisemo matriko sistema, kjer smo poimenovalieg, — € = &1, €5, — € = &2, pa dobimo:

&1 ta
A &1 ta

o & ta

th &t

A= tr & tg

e & ta

tg & la
g &

Sedaj pa moramo upostevati Se to, da nimamo le ene celice ampak neskonéno. To naredimo tako, da v
prvi ter zadnji vrstici dodamo Se po en ¢len v matriko, katera povesta kako vplivajo sosednji gradniki
sosednjih celic na obravnavano: vedno imamo stik gvanina ter adenina (¢) ter vsoto po najblizjih
sosedih. Torej:

10



& ta ty s otik-R

1) & ta
th & ta
A: tfﬁl 51 t
t* & ota
e, & ta
L e & ta
+* 215; e~ tk-R *G &

Sestevamo pa seveda po vektorjih Bravaisove mreze R, ki sta enaka:

R+ 7| = |Frt]
mik+0)§+k+1-1)F=(k+1-1)%
my =0

R,y =0.

R — 7| = |Frd]

ma(k+ 08 — (k+1-1)8 = (k+1—1)2

o(kti—1)
1= 7k

—

Ro = a(k +1 - 1)(1,0,0).

Iz matrike A je ocitno, da ¢e re¢emo, da k = [ = 1, dobimo matriko sistema iz 1.1.4, kar je v redu
(preizkus pravilnosti matrike). O¢itno je tudi, da je matrika .4 hermitska.

Zgornjo matriko sem Se malo bolj poenostavila s tem, ko sem rekla, da t%y = t4, t; = tg, t* =t ter
ty = tg =t (slednje, ker nimamo podatkov za posamezna prekrivanja):

11



51 t t(]. + eikxa(k‘-f—l—l))

¢ &t
t & ot
_ t & ot
A= t & ot
t &t
t & ¢
t(l_i_e—ikgca(k—&-l—l)) t 52

Netrivialno resitev dobimo, ¢e re¢emo, da je det.A = 0. Po osnovnem izreku algebre vemo, da imamo
(k + 1) nicel od katerih je lahko npr. (2m) kompleksno konjugiranih nicel, preostanek (k + [ — 2m)
pa so realne. Pomembno je, da v nasem primeru vedno dobimo pri racunanju determinante skupaj
clena t(1 + e~ healbH=1)) ter ¢(1 4 ¢healk+=1)): enkrat sta skupaj v produktu, drugi¢ pa kot vsota.
Rezultat je vedno realen:

produkt = (1 + ethzalkH1=1)y(] 4 e=ikza(k+l-1)) — > ik R > o—ikR _ 1> efu?-ﬁ‘z —R2 4 G2 =

= (1 + cos(kpa(k + 1 — 1)))% + sin?(kga(k + 1 — 1)) = 2(1 + cos(kya(k + | — 1))) = 4 cos?(Fzakt=1)y

vsota = (1 + etkza(kH=1)) (1 4 e=thaalkt=1)) — | 4 cos(kpa(k +1— 1)) +isin(kga(k +1—1)) + 1+
+cos(kpa(k+1—1)) —isin(kya(k +1—1)) = 2(1+ cos(kpa(k+1—1))) = 4 cos?(keaEHZD Y — proqukt

Torej je pravzaprav vseeno ali je v zgornjem desnem izvendiagonalnem elementu ¢35 etikR ali

iR . . . iRB 1 PR
t> ze """ oz. spodnjem levem izvendiagonalnem elementu ¢* >~ ze """ ali t* 3 5 et Pomembno
je le, da imamo ta dva ¢lena, saj se v njiju skriva odvisnost od k.

Seveda pa v naSem primeru ne moremo kar iz detA = 0 napisati reSitve za disperzijo elektronske
energije (nicel polinoma), saj med drugim niti ne vemo, kaksen je k,[. Seveda nisem §la iskati resitve
naSega sistema nasplosno. Za primerjavo sem vzela sistem dveh adeninov ter dveh gvaninov oz.

k=1=2.

Od prej vemo, da ¢e je k =1 = 1, imamo dve realni nic¢li (dva prevodna pasova, en prepovedan). V
primeru, ko [ = k = 2, sem dobila analiticen izraz za disperzijo elektronske energije, ki je prikazana
na Slika6. Le-to sem pa na Slika7 primerjala z disperzijo elektronske energije za k = [ = 1 in na
podlagi rezultatov sklepala na sistem vecjega reda. Na Slika7 predstavljata spodnji krivulji disperzijo
elektronske energije za k = [ = 1, vse ostale krivulje (vi§je) pa pripadajo disperziji za k = | = 2.
Ocitno je, da se s povecanjem Stevila adeninov in gvaninov v nasi bazi poveca tudi stevilo prevodnih
pasov (ustreza stevilu gradnikov v bazi oz. je enako (k+1). Seveda se sama Sirina prevodnih pasov z
vecjim (k+1) zmanjsa in tem majsa je, ¢im bolj nezunanji gradnik (adenin, gvanin) v bazi predstavlja

dani pas. Torej: ko gre k — oo (% = konst.), tem bolj ozki so prevodni pasovi ter pri tem vecjih

12



energijah se nahajajo. Na Slika7 se tudi vidi, da je stevilo ekstremov za posamezen (k + [) enako v
vseh pasovih ter da se maksimi ter minimi iz pasa v pas menjujejo oz. z drugimi besedami: ¢e je na
nekem pasu v neki to¢ki minimum, je na njemu sosednjima pasoma v isti tocki maksimum ter obratno.
Vidi se tudi, da se z vecanjem (k + [) veca tudi Stevilo ekstremov.

Primerjala sem tudi efektivne mase oz. vrednosti drugih odvodov v sovpadajo¢ih ekstremih (pri
vsakem ekstremu najnizjega nivoja, imamo vedno ekstrem tudi na visjem pasu):

drugi odvod v k; = 7 | vrednost drugega odvoda H drugi odvod v k; =0 ‘ vrednost drugega odvoda ‘

e 0, 535281 et —0,314661
€ —0, 128064 € 0,0209519
€ i 0, 128064 Ema —0,0209519
€ —0,535281 € 0, 314661
. 0,154133 o —0, 0442899
eM —0,154133 M. 0, 0442899

++ c
e - - 50 tocke

, Da je maksimum, minimum spodnjega pasu za k = [ = 1,

Tu so seveda vrednosti drugih odvodov v enakih enotah (da jih lahko primerjamo); e
na krivuljah narisane na Slika?, e%[m’mi
e,‘fwx’mm pa maksimum, minimum zgornjega za k = [ = 1. Vidimo, da je efektivna masa v minimih
pozitivna (elektroni), v maksimih pa negativna (vrzeli). Iz tabele lahko preberemo, da je efektivna
elektronska masa na zunanjih pasovih po absolutni vrednosti ve¢ja od vseh pasov za dana k, [ ter da

se z vecanjem (k + [) veca tudi masa na zunanjih pasovih glede na nizje zunanje pasove.

Ocitno je (Slika7), da imamo k+ 1 — 1 prepovedanih pasov (¢e Stejemo prvega od najnizjega spodnjega
dalje) v gostoti elektronskih stanj. Za $irino pasov pa sem potrebovala vrednosti energije v ekstemih
pasov:

’ pas ‘e[eV]vkzzg‘e[eV]vl@C:O

e++ 4,98986 5,17823
et 4,80248 4,77823
e 4, 47752 4,50177

e 4,29014 4,10177
eV 2,76 3,05761
M 2,52 2,22239

Iz teh vrednosti pa dobimo §irino prepovedanih pasov (Ae):

pas ‘ AeleV] ‘
e++,+ | 0,18738
et 0, 27646
e | 0,18738
V"M 0,24

lahko (iz zgornje tabele), da Sirina sredinskega prepovedanega pasu raste s (k + [) in hkrati pada za
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dan (k+1) od centralnega pasu navzven. Vidimo lahko tudi, da imajo pasovi, ki pripadajo gradnikom,
ki lezijo simetri¢no glede na sredino baze, enako Sirok prepovedan pas.

Iz tabele vrednosti energij v ekstremih pa lahko dolo¢imo tudi Sirino prevodnih pasov:

’ pas \ AeleV] ‘
e++ | 0,18832
e+ | 0,02425
e— | 0,02425
e~ |0,18837
¢V 10,29761
M 10,29761

Razberemo pa lahko tudi, da se Sirina prevodnih pasov z narascajo¢im (k + [) manjsa in da je za
pasove, ki pripadajo gradnikom znotraj baze, manjsa kot za tiste proti zunanjosti celice.

Tako lahko sklepamo, da ko se veca (k + 1), gre Sirina prevodnih pasov proti 0. Tako imamo namesto
dveh konéno sirokih prevodnih pasov v gostoti stanj (Slika4), (k + [) pasov, katerih Sirina gre proti
0. Torej, ko k — oo in hkrati velja é = konstanta, dobimo za gostoto stanj J-funkcije pri dolo¢enih
energijah, med njimi pa so prepovedani pasovi. Seveda ta gostota stanj ni zvezna niti na majhnem
intervalu, ampak je popolnoma diskretna.

2 Muffin tin potencial

Elektroni ¢utijo sibak 2D potencial, ki je predstavljen v obliki okroglih potencialnih jam (Slika8) z
radijem 9 = 0, 15nm ter globino V' = —0, leV (potencial zunaj jam je nic).

2.0.5 Vektorji Bravaisove mreze
Primitivne vektorje lahko preberemo iz SlikaS8:
C_il = 2T0(17 0, 0)

s = 2ro(cos(a),sin(a), 0) = 2ro(
C_ig = a(O, 0, 1).

1 V3
5’770)

Vidimo tudi, da je |di| = |da| = 2ro.

2.0.6 Vektorji reciprocne mreze

. . -~ .. « - ajXay
Vektorje reciprotne mreze izracunamo po formuli b; = QFW kjer indekse i, j, k ciklicno permu-
1y0]

tiramo. Torej:

iy X @y = 4r2(0,0,%2) = 2r2(0,0,V/3)
dy X @3 = 2roa( %2, -1, ) = roa(v/3,—1,0)

77
53X61:2700( ) 7 )
(@1, da, d3)| = [2r5(0,0,v/3) - a(0,0,1)| = 2r§av/3.

Tako dobimo vektorje reciprotne mreze:
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e — Toa(\/nglzo) — 21 @ _l
by =27 2205 \/§ro( ,—3,0)

52 — 271' 27’0‘1(071)0) — 2 (0’ 1, 0)

2r3a\/§ 3ro
7 5 2r2(0,0V3)  on
b3 == 271-;7"(2)T - %(0,0, ].)

Tudi tu velja |by| = |bo] =

27
V3ro”
Recipro¢na mreza, ki pa jo dobimo, je prikazana na Slika9.

2.1 Razcepi med najnizjima elektronskima pasovoma na robovih in v vogalih Bril-
louinove cone ter Sirina elektronskega pasu z najnizjo energijo

Za dolocitev razcepa moramo poznati tudi Fourierove komponente, ki jih dolo¢imo po formulah:
Uo = % celica (F)dF ter

Ug = % Joctica © K TU(F)dF, Kjer je

v volumen primitivne celice (na Slika8 W-S celica) po kateri tudi integriramo.

Torej:
U-’ _ 1 e—zI?FU(F)dF_ v 027r do f()TO Tdre—iKr(cosd)cos<I>—|—sind>sin<1>) —
Vws

vws ws -

= fo rdr2n Jo(—Kry/cos? ® + sin? @) = 27r% O rJo(—Kr)dr =
- & Kﬂ >dw = 2 [ () Jo(—) (—dr) = ;2 (—0) Ti(—a) =

Vws

Pri drugem enacaju (prvi je po Uy) sem upostevala, da je U(r) # 0 (oz. U(r) = V) le na obmocju
potencialne jame (na krogu z radijem ro; integriramo torej le po krogu (v polarnih koordinatah)) ter
da je 7= r(cos ¢,sin ¢,0) in K = K(cos®,sin®, 0).

Pri tretjem enacaju sem upostevala, da je nicti Bessel enak: Jy(kr) = 1 02” eih(zcosatysine) gy Lijer
r=+vax?2+y% xr=cos®, y=sin® ter k = —Kr.

Pri petem sem rekla, da x = Kr ter de = Kdr.

Pri sedmem ter osmem sem upostevala, da [ Jo(z)xdx = 2 J1(x).

Vidimo, da je dobljen U odvisen le od velikosti K.

Da pa dobimo vrednost za Uy, moramo vedeti Se volumen oz. v nasem primeru plos¢ino primitivne
celice (Slikal2):

tana*%él—%
— 1 1
w=Toy 3 = *7"0\%

Vws = 12w = 127 " =2V,

Tako da velja:
UK' = %Tojl(f(ro) = \/g:;Kj1<KI‘0).

Po drugi strani pa je:
Ug = i 00 rdr 027rdq§V =

Vorti = 1V yorl = 5V _ 0,907V < 0.

2{2 T 2vEr2 2 7 23
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2.1.1 Rob

Ce za dolotitev razcepa na robu uporabimo prve oz. prve ter druge najblizje sosede moramo vedeti
(Slikal0):

Uy = 0,907V < 0

U1—U2:U_I32:U =U g =Ug =U g =Ug p =Ug p=Us p=Us p =

Y K3 K3 K4 K2—K3 K3—K» Ki—K> Ko—Ky
_aV _V
TfroQ:Sj ( ro) = 7\71(7) =0.042V <0
— _ _ V3 % 7 _
Ur=Ug, g, = UKS ¢, = S 7, (\/F2) = S (y/F2m) = 0.026V < 0
Vidimo, da je |Uy| > \Ull > |Us|.
= 21@3 = by /s
2r (V3 1

_’3—b1+b2 \/§r0(7’§’0)
kR K2 —kp )
kp— K= (% — by —by) = (b1 + %)
k‘R — K4 = bl —+ 72
@3*@2—b1+52*b2—bl —Iﬁ .
Ky— Kz =-by—by=—(b1 + b2) = —K3
Ky — K3=—by — by — by = —(2by + by) = —jg;o(\/ﬁ, —-2,0)
|kg| = 2l = e
o=l =
K3 =Ky = \/257;0 =Ky
Ky — Ks| = /1%

2 =
€1 — %k%

2 -
e = 1 (kp — K))?

2 =
€3 — ng(k‘R — K3)2

2 - —
€4 = 2 (kg — Kaq)*
Ce vzamemo torej le prve najblizje sosede:

T =
’ pas, K ‘ [;—m(k—K)Q—e]cEfquZﬁUw 7Cr g =0
Ki1=0 [%kﬁ—E]CER+UOC T Ug, iy =Y
o= =
K> [%(k‘}g — K2)2 — G]CERfI_{‘g + U_K2 ER + U()C’;Rik2 =0

Sistem zapisemo v obliki:

C«a
A( kr ) =0.
CERfl_()Q



Matrika tega sistema je tako:

A ( %E%—E-FUQ UI?Q )
== 2 — —y .
U_g, (kg — K2)? — e+ Uy

2 = —

Sedaj rec¢emo, da Ug,=U_g, =Ui ter %EQ =€ in ;—m(kR — K5)? = es.

Za netrivialno resitev velja, da: det A = 0. Torej:

(e1—e+Up)(e2—e+Up) —UE =0

€2 — 6(61 + €9 + 2U0) + €162 + U0(61 + 62) + Ug — U12 =0

= Razcep na robu:

EM,V = 61+€2+2U0i\/(61+62+2UO)22_4(5162—”]0(61+62)+U§_U12) =Up+ 232 + %\/(61 — e2)2 +4U3%

Pri zadnjem enacaju sem upostevala, da:

\/2 = e% —|—€% —|—4Ug +2e1€0+4e1Up +4eaUp — dereg — AUy (€1 + €2) — 4U3 +4U12 = e% —i—e% —2€1€9 +4U12 =
= (€1 — €9)? + 4U? . . B .

Sedaj Se upostevajmo v izrazu za €pr,y, da je (kp — Ks)? = (—kg)? = k:%% 0z.

€9 = %(ER — K2)2 = %];’% = €1:

em,v = Up + 2% + % QU = Uy + %/;% +U; =Ug + é‘;’% 4+ U, kar je razcep Cisto na sredini roba.

Zgornji nivo je: ey = Uy + €1 — Uy,
spodnji pa: ey = Ug + €1 + Uj.

Ce vnesemo $e podatke (za m uporabimo maso elektrona) pa dobimo:
ey =Up—Up + %5 = 8,71 10719 = 5,443¢V
0

ey =Up+ U + g;%% = 8,70 107197 = 5,437eV Ce pa bi vzeli se druge najblizje sosede:

[pas, K | (k- K —deg g+ Xz Ug_gezg =0
Ky =0 25k — eleg, + Uoci, + U, iy + Ui e iy + Uiy Cip ity = 0
Ky | [E (k- Ky)? - eeg g, T U_g, e, YUk g +Ug _gocp g +Ug _gocp g, =0
K; [%(HR — K3)? — g, m U g% Y UR 7% T U0, 7 YU 7.y g, =0
Ki | (ke — K® —deg, g, +U gci, +Ugy g%, & + Uy 2, iy + UoCip g2, = 0
Sistem zapiSemo v obliki:
CIZR
A| FaRa | g
R
iR
Matrika tega sistema je tako:
%fc%—e—i—Uo . [{[32 Ug, Ug,
A U_g, B (kg — K2)? — e+ Uy o U@H@ Ug, %,
U_g, Uk, R, I (kr — K3)? — e+ Up L U@fﬁ?}
U_g, Ug, &, Ug, &, B (kg — K1)? — e+ Uy
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Sedaj rec¢emo, da:
_ ﬁ/;’z

T

€2 = %(k‘R - Kg)z
2 - —

e3 = 9 (kg — K3)*
2 - —

e = 40 (kr — Ky)?

U = Uf?z = U—K’

U2 = UI?4—I?3 = Ul?g—fQ'

L= Uk, =U g, =Ug, =U g, =Ug, g, = Uz g,

Martiko lahko tako zapisemo lepse:

€1 —6+U0 U1 U1 U1
A= U, es — e+ Uy Uy U,
Uy U e3s—e+ Uy Us

U1 Ur Us es — e+ Uy

Z Mathematico sem izracunala detA = 0 in dobila §tiri realne a zelo dolge reSitve. Zato sem se
odlocila, da raje predstavim reSitev za dani sistem tako, da ze v matriki upostevam enakosti med ¢;-ji
za i = 1:4 (ratunam tocno na sredini roba):
(Rr - Ka)? = (~Kn)? = B2
. s z b
(kr — K3)® = —(b1 + 3)°
(/CR — K4)2 = (bl + %2)2 0Z.
B2 4r? _ RPr% 4 _ 4.
2m 3r2 ~ 2mr33 = 3 3

2 . 2
s = ex = Jn(bi+3)° = 155 ((0,3,0) +

€1 = €9 =

[\V]
5

= 2m 32 2m 3rZ 4 7 2mr?

€1 —e+ Uy U, Uy Uy

A— Uy €1 —e+ Uy Uy U,

N Uy Uy %61 —e+Up Us
U1 U1 U2 %61 —6+U0

Za resitev enachbe detA = 0 dobim:

€; = Uy + €1 — Uj...zgornji nivo
€: = Uy + %61 —Uy=Uy+¢1 — Uy — %61. .. popravljen spodnji nivo

€iiiiv = Uo + 3(U1 + Uz) + e + %\/272U12 + (€1 — 4U2)(4(2U; — Ua) + €1). . . razcep za visji "pas”

Ker je popravek razcepa majhen, predstavimo razcep na robu le s prvimi najblizjimi sosedi.

2.1.2 Vogal
Za dolocitev razcepa na vogalu sem uporabila le prve sosede (Slikall):
Up = 0,907V <0

¢ _ _ _ _ _ _ wV\/3r 2 _ Vv 2m N\
U =Upg, =U g =Ug, =U i, = Ui, &, = Uiy, = Varoen 1 "0) = 21(5) =
=0.042V =U; < 0.



Vidimo, da je |U0| > |U1’

kv = %(1,0,0) = F2(1,0,0)
K, = bi(cosa,sina, 0) = bl(é, %,0)
Ky =by=b(%,~14,0)
Ry = Ky =b1(34,3,0) = b1(%, ~3,0) = b (0, 1,0)
by — Ky = £5(1,0,0) = Z(5%3,0) = F (505 —5:0)
L 70 2m 2m 3 1 2r 1 1
kv — K2 - 70(1’070) o \/gro(T’ _5’0) - \/gro(_ﬁ’ 5’0)
fy] = Bl 2o = B s Slikal
Ri| =1l =K, - Kyl =by
kv |? = lky — Ky|? = |ky — Ky|? =
€ = %k‘% + Up
2 = ¢
a1 = 1 (ky — K;)? + Uy
€3 = %(kv — K2) + Up. Uporabimo prve najblizje sosede:

2 —
’ pas, K ‘ [;Lm(k: )Q—E]Ck pt2rpgUg_gci =0
_ n? 72 _
Ky=0 [%kv ]CEV + UOCEV + Ul?icfévfl?‘ + UI?;CEVJ?; =0
¢ by X3 2 _

Kl [ (kv—KI) ] Ev—le +U_RICEV+UUCEV *zl +UI?§—I?101_5V—I?§ =0

K2 [ (k‘v — KQ) — ]CEV—I?2 +U I?éCE + UI_{‘l_KQCEV_ -'1 + UOCEV—I?; =0
Sistem zapisemo v obliki:

CEV
Al C-r, | =0.
Fv-F;
Matrika tega sistema je tako:
2 =
%k% —e+ Uy UI_(MI UI?‘
2 ¢
A= U_g: g (ky — K1) — e+ Up Ug: g
U_g Ug,-R, (kv = K3)? — e+ U
Sedaj recemo, da Up: = U_p = i, =U_g = qu*f?‘z = Uﬁéfﬁi = U; ter uporabimo Zze prj
definirane izraze za ¢;. Tako doblmo
2 =,
L2 — e+ U L _({1 Ur
A= Uy 2 (ky — Ky)? = e+ Ug Uy =
2 = ¢
U1 U1 %(kv—K2)2—€+U0
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ec—€ Uq U,
= U1 €1 — € U1
U, U, €9 — €

Za netrivialno resitev velja, da: detA = 0. Torej:
(€0 —€)(e1 —€)(ea —€) +2U3 — UZ(e1 —€) — U(ea —€) — Ui(eg —€) =0
(€0 — €)(e1 — €)(e2 — €) — UE(eo + €1 + €2 — 3¢) + 2U3 = 0.
Ce se lotimo resevanja tega sistema (z Mathematica-o), dobimo ven tri dolge resitve: dve sta kom-
pleksno konjugirani ena pa je realna. V te tri resitve vstavimo €y = €; = €3 (to drzi tocno v vogalu,
ker le-tu velja |ky |2 = |ky — K;|? = |ky — K5|?) ter dobimo razcep v vogalu:
€1 = €9 + 2Uj;...enojna nicla
e = €0 — Uz...dvojna nicla.
Torej se energija razcepi na dva nivoja: nedegeneriranega nizjega (ey) ter 2-krat degeneriranega visjega
(err,111)-
Isto resitev dobimo, ¢e gremo raCunati razcep tako, da ze direktno v matriki A upoStevamo, da
€p — €1 — €2:
e0c—€ U4 Uy
Ay = Ui e—-€¢ U
Uy U, €0 — €

Determinata te matrike pa je enaka:
det.AV = —(6 — 2U1 — 60)(6 =+ U1 — 50)2 = 0.

Iz tega pa se jasno vidi, da dobimo res enake resitve kot zgoraj: €1 = €g + 2U7 , e = €0 — Us.

Ce tudi tu vstavimo podatke, dobimo:
2
errarr =¢ — Uy =Up+ 20 — U =11,66 107197 = 7,29V,

P
9mrg

er = o+ 201 = Up + 205 420 = 11,64 10719J = 7,28¢V..
0

2.1.3 Sirina elektronskega pasu

Na Slikal3 je skicirana elektronska energija za nas primer: od K = 0 preko K ., ter Kypgaiqa in
ponovno ¢ez K, nazaj h K = 0 (spodnja slika na Slikal3 to tudi prikazuje). Iz zgornje slike na
Slikal3 pa lahko razberemo velikosti pasov.

Nas zanima seveda le pas z najnizjo energijo oz.:

- Sirina pasu med ro?om ter vogalom za Sp(;dnji pas:
2 2 2
e —en = Up+ L 42U, — (Ug4+ Uy + 255y = om) L 177 = 2,94 107197 = 1, 84eV

erg 6mrg 18mr%
- Sirina elektronskega pasu z najnizjo energijo:

e — Uy = Up+ 2210 1 oy, — Uy = 2272 1 o1, = 11,67 107190 = 7,29¢V.

9mr(2) 9mr(2)
Slednji rezultat pa je tudi to kar iS¢emo.
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2.2 Tenzor elektronske mase v sedlih na robu Brillouinove cone za elektronski pas
z najnizjo energijo ter skica gostote stanj

2.2.1 Tenzor efektivne elektronske mase

Tenzor efektivne elektronske mase izra¢unamo po formuli:

9% 9%
1 okZ Ok, 0k,
mU s Lo T ]

FkoOky,  Ok2
Seveda moramo za energijo vzeti ey = Uy + % — %\/(61 — €9)2 4 4U? ter upostevati izraze za €; saj

vsebujejo kg, ky (ER = (kgz, ky,0)) po katerih odvajamo in za K> iz naloge 2.1.1. Tako lahko zapisemo:

err = U + S 2 (k3 + (kr — K»)?) — %\/(Lm) (K3, — (kr — K2)?)? + 4U? =
_U0+ (k?2+k2 2m kij%%)i% LQ( 27r]€ 27r2) +4U2
0

\/§7'0 \/§r0
. 2

Na tem mestu sem oznacila: A=% B = T

m V3rg
ey
TOkZ =A
DPey _ 2A%(B—2k,)?B* 2A2B?

2 3

Oky (A2B2(B—2ky)2+4U3)2 /A2B2(B—2ky)2+4U?
82F.]u . 6261\/{ _ 0

OknOky — OkyOky —
Torej, e zapiSemo tenzor efektivne elektronske mase:

(A 0
m_ = — A232U2 =
0 A-— 1
mA (A2B2(B—k,)>+U2)3
1 0
= O i _ ABQZJ2 .
™ n(A2B2(B—ky)2+U2)}

Nas seveda zanima efektivna masa v tocki kp = %2(0, 1,0). Torej ky = %2 = B. 7 drugimi besedami:

1
m~l = m 0 2 =
= 0 1 _ _AB =
m m\/Ul2

- 0
— 0 i _ h2 2
m 3m2r VU

[ 1,0989 10% 0
- 0 —2,89573 103%

Ce pa zapisemo izraz za samo maso:
. 9,1 107 3kg 0
N 0 —3,45 107%kg |-
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2.2.2 Gostota stanj

Gostota stanj v okolici sedla je skicirana na Slikal4. V sedlu smo na Braggovi ravnini oz. tam gostota
stanj divergira, drugod oz. dale¢ stran od Braggove ravnine pa gre proti konstanti.

2.3 Tenzor efektivne mase v maksimumu elektronskega pasu z najnizjo energijo

Kot v nalogi 2.2.1 potrebujemo izraz za sploSen razcep v okolici vogala. Seveda iz determinante splosne
matrike:

%E‘Q/ —e+ Uy Ux Ur
det(A) = det Uy Pk —K)2—e+ Uy Uy
Ui Ui %(gv—ﬁé)2—€+Uo

dobimo tri resitve, vendar sta dve od teh konjugirano kompleksni. Zato se reSevanja lotimo malce
drugace: v tej splosni matriki zamenjamo (¢) z (e7 + Ae), kajti nas zanima tenzor efektivne elektronske
mase v maksimumu elektronskega pasu z naJHIZJO energijo. Torej vzamemo pas z najnizjo energijo v
vogalu, ki sem ga v 2.1.2 zapisala kot ¢; = k‘o 2 1+ Uy + 2U7, okoli katerega razvijemo € iz matrike:
torej € = €; + Ae. Prav tako moramo razv1t1 kv okoli K0, = %2(1,0, 0) oz. kv = k:?, + Ak‘v. Torej je
potrebno izracunati se l;%/, (ky — K})?, (ky — Ky)2.

Oznacila sem:

FLQ
o= I
2m
€ = €0 + Uy + 2U1 4+ Ae, kjer je le Ae nekonstanta
€ = ak“0/2
Gk - O[kv

€K, = a(kV Kl)
ex, = aky — K5)?, Kjer sta K, K, iz naloge 2.1.2,

na novo zapisala determinanto z razvito energijo:

€ + Uy — €9 — Uy — 2U1 — Ac Uq Uy
det(A) = Uy ex, +Up —eo — Uy — 2U; — Ae Uy
U, Uy €K2+U0*EO*U0*2U1*
6].;—60—2U1—A6 U1 U1
= Uq €x, — €0 — 2Up — Ae U,
U1 U1 €K, —60—2U1—A€

Oznagcila sem Se K = ¢g + 2U; + Ae ter zapisala determinanto:
detA = (Gk — ’C)(GKl — ]C)(EKQ — /C) + QUE — U12<€k +ex, +Ex, — 3]C) =0

Na tem mestu sem rekla:

ky = K9 + (Aky, Ak, 0) = (% + Aky, Aky,0)
ky — K = (b Qf + Aky, =% + Ak, 0)
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ky — Ky = (283 1 Aky, %2 + Ak, 0)

2v/3
=%+ Ak, + AR+ AR
(b — Ry)? = B0 4 by (243 Ak, — Aky) + Ak2 + Ak2
(Fy — K})? = p3 1343 52(2%%1% + Aky) + AK2 + Ak

Vse te izraze sem vstavila v zgornji polinom ter nato zanemarila vse ¢lene, ki so vsebovali Ae? ter ge
njene visje rede (ohranila sem le Ae¢). Iz tako zapisanega polinoma sem izrazila Ae v odvisnosti od
Ak, ter Aky.

Lahko zapisem:
€ = konst. + Ae(Aky, Aky)
kyy = konst. + Ak, ,

de = 0+ d(Ae)

dkyy =0+ d(Akyy)
de __ 9(A¢)

ok — B(Ak)

Torej tenzor efektivne elektronske mase lahko izra¢unam kot:

82A¢ 82Ac

a1 OAKZ  OAk,0Ak,

m o= 72 92Ac 9%Ac :
08k,08k, DAk

Ko sem poracunala te odvode (z Mathematica-o) ter vstavila vrednosti za vse konstante, sem dobila:

.1 [ -1,661107%7L 0
m = —5 9 _ 1 =
72 0 1,17810 38@

( -1, 5071031,719 0 )
p— 1 pr—
0 1, 0691030k—g

1 =133 0
T m 0 0,973 |-

Slednje je izrazeno z maso elektrona (m). ée pa zapisemo $e samo maso (m!):

. (=003 0 \
me= 0 1,03 )"

[ —6,6210% 0
- 0 9,35103" |-
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