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Nerazcepen tenzorski operator, Wigner-Eckartov teorem in Landejev faktor

NAVODILO

Definiraj nerazcepen tenzorski operator, dokazi Wigner-Eckartov teorem ter
izracunaj Landejev faktor.

NERAZCEPEN TENZORSKI OPERATOR

Def. 2k + 1 operatorjev Tq(’“); q=-k,-k+1,... k; predstavlja komponente neraz-
cepnega tenzorskega operatorja ranga k, ¢e zadoscajo sledecim komutator-
skim relacijam:

[, T = \Jl(k +1) — qlg = DT,
[LIWFWW“

Nerazcepen pomeni, da operatorji T ) kombinirajo le operatorje istega ranga.

WIGNER-ECKARTOV TEOREM

Def. V reprezentaciji glede na operatorja jQ, jz, kjer so bazicni vektorji
|7jm), je matriéni element (75 m Tq(k)hjm) nerazcepnega tenzorskega ope-
ratorja dan kot produkt razcepnega/reduciranega matri¢nega elementa
<T’j’TI”L’||Tq(k)”ij>, ki ni odvisen od m, m’ in ¢, ter Clebsch-Gordanovega
koeficienta:

(o me | TP |7 jm) = (jkjlmame) (jme | T 7 jm)
7 je kvantno stevilo, ki pripada operatorjem, ki ne komutiraji z vsemi jq.

Za dokaz WE teorema si poglejmo Se:
o (2k+1) x (2§ + 1) vektorjev Tq(k)|7'jm> in
e njihovih linearnih kombinacij |7JM) = qu(]kﬂqu) )| rim)

7 Jy delujemo na T q(k)|7'jm) ter uporabimo komutatorske relacije, ki defini-
rajo T q(k):
JLT®\rjmy = [Jo, TP rjm) + TP Jo|rjm)



Sedaj delujemo z J. na stanje |7JM) in upostevamo zgornje:

jj:|TJM> = Zji(jk‘ﬂqu)Tq(k)hjm}:

m7q

= S k(k+ 1) — qlq £ 1) (kI [mgM)TE) |rjm) +
m,q

+ 3G+ 1) = mlm £ )Gk mg )T rjm £ 1)

Tu zamenjamo g s ¢ F 1 ter m z m F 1 ter dobimo:

JelraM)y = ST®|rjm)(\Jk(k + 1) — q(g F 1)(jkJ|mg F 1M) +
m,q

+ (G + 1) — m(mF 1)(jkJ|m F 1gM))

Upostevamo Se rekurzijsko formulo Clebsch-Gordanovih koeficientov

VE(E+1) = (g F Dk ImgFIM)+/3(j + 1) — m(m F 1) (jkJ[mF1gM) =

= \JJ(J +1) = M(M + 1)(jkJ|mgM + 1)

Tako pa lahko zapiSemo:

JelrIM) = \JJ(J +1) = M(M £ 1) 3" (jkJ|mgM £ 1)T®|7jm) =

m7q

= JJ(J +1) — M(M £1)|7jm)

Enako naredimo z opertatorjem J,.

Najprej delujmo na Tq(’“)|7'jm>:

7)) — 17 7k ; 7(k) T i — PR s r(k) |- _

L1 |\ rim) = [J., T, )]|T]m> +Tq( J.|Tjm) = qT, )|7'jm> —I—mT; |Tjm) =
= (q+m)TP|rjm)

Sedaj pa Se na stanje |T7JM):

TArIM) =37 J(jkJlmgM)T{P|rjm) = 3~ (¢ +m)T" |7 jm) (jkJImgM)

m?q m7q

Upostevajmo, da so Clebsch-Gordanovi koeficienti (jk.J|mgM) razliéni od 0
le v primeru, ko g +m = M .Torej:

LT IM) =" M(jkJ|mgM)T® |rjm) = M|r.JM)

m?q



Iz izrazov za Jy |r.JM) ter J.|rJM), da stanja |7J M) zadostijo algebri vrtilne
kolicine. Ta stanja so pa tudi nenormalizirane lastne funkcije operatorjev J 2
in J,. To pomeni, da skalarni produkt 7 J M |7JM) uboga ortogonalnost:

<T’J’M’|TJM> = §JJ,§MM,<T’JM’TJM>

Trditev. Reduciran matricni (7 .JM|7.JM) element ni odvisen od M. Dokaz.
V razcepen matricni element vstavimo operator J..

(rIM|rJM) = (J(J+1)— MM F1)) 2 (rJM|J|rJM F1) =
(JJ+1) = MM F 1) 2 (JirIM|rJM F1) =
= (J(J+1) = M(MF 1) 2(Jer JM|7JM F1) =
= (JJ+1)-MMFL) 2 JMF1UrJM F 1) =
= (rJM F1rJM F 1)

Tako lahko zapisemo:
<T’J’M"7’JM> = 5JJ,5MM,<T’J’TJ>

Sedaj pa lahko na enostaven nacin dokazemo WE teorem.

Izvaz |[TJM) =3,, (ij\qu) #)|74m) preoblikujemo s pomocjo ortogo-
nalnosti Clebsch- Gordanov1h koeﬁ01entov v

T®|rjm) = 3" (jkJImgM)|r.JM)

J,M
. To pa sedaj skalarno pomnozimo z leve z (7 j>m’| in dobimo:

(rime | TP vertrjm) = 3 (jkJ|mgM){rjme |t IM) = (jkj|mgm:) {5 |75) =
J,M

= (jkg'[mam){r 3| T*||7j)

LANDEJEV FAKTOR

Kot zgled algebre za vrtilno koli¢inno si poglejmo anomalni Zeemanov pojav
(razcep na nivoje v atomu s kar nekaj elektroni v sibkem homogenem ma-
gnetnem polju).

Interakcijo med elektroni in zunanjim magnetnim poljem B zapisemo kot

W =—j-B.
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Tu predstavlja
e

(I + 23)

a 2mec
magnetni moment elektrona (2 (pred §) je zaradi spina: g = 2, m, je masa
elektrona, 1 in s pa oznacujeta celotno tirno vrtilnokoli¢ino in celoten spin).

Koordinatni sistem je izbran tako, da sta magnetno polje Binosz vzporedna.

Operator magnetnega momenta lahko izrazimo s celotno vrtilno koli¢ino
(J=1+3):

1= Cj= g (428 =5 —(i+3)
. J 2mec

2mec
Privzamemo, da v stanjih |[jm) prispeva le [J(jiil)]j spin vektorja § oz. kom-
ponenta $-a, ki je vzporedna vektorju celotne vrtilne koli¢ine j. Pravokotna

komponenta je v povprecju 0. (To drzi za vektorske operatorje: projekcijski
teorem.)Torej lahko zapisemo:

~

e 7.5
I+ —
( J(G+1)

- |

2mec
V zgornje vstavimo e > = j2 4+ §> — 25 - J:

e I LI

G =
2mec

Zaradi orientacije magnetnega polja B = (0,0, B) potrebujemo le fi, = GJ..
Privzamemo, da je magnetno polje B dovolj sibko, da zadostuje ze prvi
red perturbacijske teorije za izracun matricnega elementa interakcije v bazi
lastnih funkeij |jm), v kateri sta operatorja G in j, diagonalna.

e

IN jUmv| i, BINjlm) = lN’j’l’m’\ész\lem> =3 Bmhg6,m. 0u.6;;.

MeC

Tujeg=1+ j(jJrl);lj((l;ﬂ;rS(Hl) Landejev faktor.




