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Povzetek

Predstavljena je gradnja hadronskih multipletov s pomocjo teorije grup ter hadronske masne formule kot posledica
krsitve simetrije v enotah A = ¢ = 1.



1 UVOD

Simetrije in njihove posledice so pomembne v fiziki: posledica simetrije na translacijo je ohranitev gibalne koli¢ine,
simetrije na obrat v ¢asu ohranitev energije, simetrije na rotacijo ohranitev vrtilne koli¢ine. .. V teoriji delcev in jedrski
fiziki pa igra pomembno vlogo izospinska simetrija aproksimirana z SU(2) simetrijo, ki identificira proton ter nevtron
kot dve razliéni stanji istega delca. Seveda je kvarkovski model zasnovan na popolnoma enakem ozadju (u ter d kvark
imata podobni masi) in ga uporabljamo kot naravno ogrodje za predstavitev opazenih simetrij.

Izospinsko simetrijo lahko razpnemo v tako imenovan “Eightfold Way” oz. ob obravnavi treh kvarkov (u, d, s) govorimo
o SU(3) simetriji, ki pa sem jo razpela $e za eno dimenzijo navzgor (u, d, s, ¢; SU(4)).

Torej se kot prikladen matemati¢ni model za opis simetrij uporabi kar teorija grup.

2 IZOSPIN in SU(2) OKUSNA SIMETRIJA

Koncept izospina gre nazaj vse do Heisenberga, ki je, po odkritju nevtrona 1. 1932, predlagal, da se nevtron in proton
lahko tretirata kot dve stanji istega delca. Ideja za to je prisla z opazovanjem njunih mas, ki sta priblizno enaki
(my, = 938.28MeV, m,, = 939.57TMeV). Na to masno razliko lahko gledamo kot na degeneracijo energije zaradi
interakcij v hadronu. Ta (priblizna) degeneracija je bila povod za idejo o obstoju (priblizne) simetrije, ki se pokorava
jedrskim interakcijam v hadronu oz. da se proton in nevtron obnagata identi¢no pod ti. moé¢no interakcijo in da pride
do razlike med njima le v “paketu” naboja.

Ce gledamo na proton in nevtron kot na dve linearno neodvisni stanji istega delca, ju lahko prestavimo kot dvokom-

ponentna vektorja (analogno spin-gor ter spin-dol stanjema spin:% sistema):

=(3) = (2)

Po analogiji koncepta, da se spin “pokorava” rotacijam v 3D prostoru, se izospinska simetrija prav tako pokorava
grupi SU(2) rotirajocih “komponent” (p, n) preslikujo¢ enega v drugega v abstraktnem izospinskem prostoru. Vendar
je z razliko od SU(2) spinske simetrije, SU(2) izospinska simetrija krsena. Sicer je bil izospin dolgo tretiran kot tocna
simetrija moc¢ne interakcije in da je simetrija krSena le zaradi elektromagnetne in Sibke interakcije. Torej bi lahko masno
razliko med nevtronom in protonom pripisali naboju slednjega. Vendar, ¢e bi bila masna razlika povsem posledica
elektrostaticne narave, bi bil proton tezji. Vemo pa, da temu ni tako (e bi bilo drugace, bi bil proton nestabilen
in bi razpadel v nevtron, to pa bi predstavljalo katastrofo za stabilnost snovi). Skratka izospinska simetrija ni to¢na
simetrija moc¢ne interakcije, vendar je kljub vsemu Se vedno dobra aproksimacija.

Dobri kvantni stevili sta 72, ki predstavlja celoten izospin, ter 723, ki pa je tretja komponenta celotnega izospina. Tako
lahko zapisemo stanje kot |72723 >. Lieva algebra (set infinitezimalnih operatorjev, ki se zaprejo pod komutacijo) pa
se glasi:

{7_21'77_2]'}_ _ ieijkTQk (2)
{rt, 77} = 272 kjer (3)
7+ = 721 + 722 sta operatorja dviga oz. spusta stanj. Primeri znanih stanj pa so:
e proton ter nevtron kot izodublet s 72 = %: p:\%, % >, n:|%, —% >
e pioni kot izotriplet s 72 = 1: 7~ =|1,—-1 >, 7%= [1,0 >, 77 = 1,1 >
(imajo tudi priblizno enako maso: m,+ = 139,6MeV, m,o = 135, 0MeV; lahko jih predstavimo tudi kot
fundamentalno reprezentacijo adjungirane SU(2) grupe)
e ...

V okviru kvarkovskega modela je fundamentalna reprezentacija izospinske simetrije predstavljena z dubletom dveh
okusov: up in down kvarka: u=|%7 % > d=|%, —% >. Vse ostale omenjene multiplete (n, p; 7+, 7%) lahko zgradimo iz
up, down kvarkov oz. antikvarkov.

Vemo, da sta masi up, down kvarkov reda nekaj MeV, kar pa je bistveno manj kot pa je energijska skala mocno

interagirajo¢ih hadronov, ki je reda nekaj GeV. To pa je vzrok, zakaj je izospinska simetrija dobra simetrija in da
imajo stanja v izomultipletu priblizno enake mase.

Zgodovinsko gledano so naleteli na problem, ko so odkrili 8e en okus: strange (s) kvark, ki so mu po nesreéi pripisali
strange kvantno Stevilo -1 (S=-1). Za vse ostale okuse pa so postavili cudnost na 0. V duhu kvarkovskega modela je



oc¢itno, da se pa¢ doda Se ena komponenta dodatnega kvarka izospinskemu vektorskemu prostoru. Tako imamo:

1 0 0
u=|[ 0|, d=| 1], s=[ 0 |. (4)
0 0 1

V tem primeru morajo biti transformacije, ki rotirajo dane komponente kvarkov enega v drugega in ohranjajo normo,
elementi SU(3) grupe. Vendar, ker nikoli niso opazili posameznih kvarkov, se je na tem mestu postavilo vprasanje:
“Cemu bi naj fundamentalna reprezentacija okusne SU(3) grupe odgovarjala?”

Kakorkoli ze, SU(3) simetrija se pojavi tudi v drugem in bistveno bolj fundamentalnem kontekstu v fiziki moé¢ne
interakcije: kvarkom se pripise barva (vemo, da se morajo fermioni pokoravati Paulijevemu izklju¢itvenemu nacelu;
med barioni (3 kvarki) pa so odkrili A resonanco sestavljeno iz istih kvarkov s spinom 2 (vsak kvark ima spin gor);
torej mora obstajati Se neko kvantno Stevilo, ki zadovolji Paulija; uvedla se je barva). Verjame se, da pa je ta SU(3)
simetrija toéna simetrija mocne interakcije. Se veé: moderna teorija mocnih interakcij je “gauge” teorija te barvne

grupe (kvantna kromodinamika).

3 GRUPA SU(3) in HADRONSKI MULTIPLETI
3.1 Algebra grupe SU(3)

Grupa SU(3) ima osem generatorjev (n? — 1 = 8, kjer SU(n = 3)):
R 010 R 0 < 0 R 1 0 0 0 01
A= 1 0 0 A2 = ¢t 0 0 NM=0-10 M=|00 0
0 0 O 0 0 O 0 0 0 1 0 0
X 0 0 -% X 0 00 R 000 R 100
M=100 0 M=10 01 ANM=100 -i M= 01 0
1 0 0 01 0 0 % O 0 0 -2

Vidimo, da so vse matrike S\i, kjer ¢ = 1 : 8, brezsledne ter hermitske, da je pet realnih ter tri imaginarne, ter da sta
dve diagonalni (A% in A®).

Na tem mestu definiramo 73% = % ter zapisemo algebro:
(N, Ny = 24 fiak Nk oz. {731 739} = fiiks3k  Yjer fik = iTr({j\i,jxj},j\k) ... antisimetri¢éni tenzor
(NN, = %(Wf + 2d17F \F , kjer diF = iTT({;\i,Xj}+5\k) ...simetri¢ni tenzor
Tr(\) =0 Casimirja
Tr(j\ij\j) — 95 cl = Zi(731)2 — _% Ez fijkTSiTSjTSk

Tr({j\i,jxj}+) =464 C? =Y, dUkrdipdissk = 01201 — 1—611)
Stevilo Casimirjev grupe SU(n) je kar rang grupe SU(n), kjer je rang definiran kot 7 = rang(SU(n)) = n — 1. Stevilo
Casimirjev oz. Stevilo invariant pa predstavlja Stevilo komutirajoc¢ijh operatorjev oz. maksimalno stevilo hkrati diag-
onalnih matrik A’ Torej: kolikor Casimirjev, toliko “dimenzionalna” bo matri¢na reprezentacija. V primeru grupe
SU(3) imamo dva Casimirja, torej je matri¢na reprezentacija 2-dimenzionalna. To pa pomeni, da lahko vsa stanja
predstavimo v ravnini (glej 3.2).

3.2 (7%, %738) ravnina ter barvna (to¢na) SU(3) simetrija

Hilbertov prostor nad katerimi delujejo matrike Ak razpenjajo vektorji:

1 0 0
R=|o0o]|, =1, B=| 0], (5)
0 0 1

kjer R predstavlja rdeco barvo, G zeleno, B pa modro barvo. Z drugimi besedami: grupo SU(3) uporabimo za opis
barvnega naboja. Sedaj pa delujemo na te bazne vektorje z diagonalnima matrikama 733 in 738 ter na absciso 733
nanasamo lastne vrednosti dobljene z delovanjem matrike 733 na baznih vektorjih, na ordinato ¥ = %738 pa lastne

vrednosti dobljene z delovanjem matrike %%38 (% se izbere ne le zato, da dobimo lepSo reprezentacijo, ampak tudi

LGlej poglavije 9.1.



zato, da se kvantna Stevila okusne SU(3) simetrije ujemajo z izbranimi kvantnimi tevili oz. da dobimo pravi naboj;
glej poglavje 3.4) na baznih vektorjih. Upostevamo tudi, da za antibarve le spremenimo predznak lastnim vrednostim.

Tako lahko za barve zapisemo oz. jih predstavimo v izbrani ravnini:

38

Y= iT
1 1 1 1
o =Ll o], 0]= ﬁ 0 B2 antibarve: X
0 0 0 0 .
0 0 0 0 G; (23) s R; G4
~33 _ 1 38 _ 1 3\
T 1 =-3 1 s T 1 = m 1
0 0 0 0 i 1 53
O 0 0 O =2 2 T
#2300 |=0l0],#8[0|=-L1]0 R -4 G
1 1 1 v 1
Delovanje diagonalnih SU(3) operatorjev 73 4 B0

(i = 3,8) operatorjev na bazi (5).

Slika 1: Barve ter antibarve v ravnini (732)Y).

Seveda dobimo lastne vrednosti za antibarve z obrnjenim predznakom glede na lastne vrednosti za barve tako, da
uporabimo na baznih vektorjih za antibarve (so isti kot za barve, le da razpenjajo popolnoma drug Hilbertov prostor)
matrike \ za antibarve. Le-te pa dobimo s pomocjo operatorja konjugacije naboja: C = iv2Kc, kjer K naredi konju-
gacijo, ¢ pa spremeni predznak. Torej:
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kjer indeks r/i oznacuje matriko z realnimi/imaginarnimi koeficienti, indeks ¢ pa matriko za “antidelce”. Le-te pa
ponovno zadoscajo komutacijskim pravilom.

3.3 Generatorji podgrup grupe SU(3)

Vpeljemo novo bazo [733Y > za katero velja (iz {V, 733} _ = 0):
PEEBY >= 1370y > (7)
V%Y >=Y|r¥y > (8)

Poiskati zelimo generatorje podgrup grupe SU(3) (zaprejo algebro), saj nas bo zanimalo, kako le ti delujejo na bazi
|733Y >, da bomo lahko zgradili multiplete.

Vemo, da za i,7,k = 1,2,3 velja {73, 7%7}_ = i¢"/*73k To je enako kot pri grupi SU(2). Tako lahko zapisemo
7+ = 731 4+ 732 kar je eden izmed generatorjev. Na podoben nacin lahko zapisemo Se ostale generatorje in njihove
komutatorje:

generatorji komutatorji generatorjev

R e {733, 75} = 47% {V,75}_=0

733 {733, VE . = £1V* (Y, VE} = 2v+

VE =315 (38, 0%} = F10* (Y, U} ==xU*

U = 736 1737

Y = 2508 {7+, 77} =273 (VU3 =5V+
(VH Vo =3y +#% =203 (U U} =50+
(0,0} = 3y — 73 — gy

Podgrupe grupe SU(3) so grupe SU(2), ki pa v naSem primeru niso invariantne. Za njih pa lahko zapisemo:



{T TJ} *ieijkf'li , kjerT =73 za4,j,k=1,2,3

{Vz Vj} = ieijkYk , kjer VW = 73837 za 4, j=4,5 oz. vk =33

(U1, 07} = iedkU* | Kjer Ui = 7353 ga i, j = 6,7 oz. UF = U3,

Kako operatorji delujejo na bazi |73% Y > (da ugotovimo, kako delujejo operatorji 7%, VE, U* na bazi, moramo na
npr. 75733 Y > delovati enkrat z operatorjem 733 drugic¢ pa z Y)

B8 Y >=7B1r38 Y > %33Vi|733 Y >= (33 & )Vj:|7'33 Y >
YV[r3Y >=Y|r3Y > YVEY >= (Y + 1)Vi|7'33 Y >
FPEFEB Y S>= (B L )8 Y > #BUEFB Y >= (7B HUFHS Y >
YAEr3 Y >s=y7H 33y > YUY >= (Y + I)Ui|7'33 Y >
Kar lahko predstavimo v ravnini ¥ = %738:
Y=§T38
) saj:
3
(=51
G v R %+(_%7%):(§a§)
T
~ Yi(%v %)2: (0317%)
] U+ V+ é T33 V+(07_§ = (57%)
A
U 1 _
3 q (_%7%):(07 %)
2 11
W Ut0,-3) =(-3,3)
E Za ostala stanja pa dajo ti operatorji nic.

Slika 2: Preslikave barv z operatorji 7+, V*, U*.

3.4 Barve “zamenjamo” z delci

Za razlago delcev reéemo, da lastna vrednost operatorja Y = % 738 za barve predstavlja hipernaboj (2713) za delce,

lastna vrednost operatorja 732 za barve pa tretjo komponento izospina (72?) za delce. Tako povezemo grupo SU(3) z
okusom ter §ibkim nabojem; d u s pa sedaj predstavljajo triplet?. Lepse se vidi na sliki 3:

v=2737"
5l antidelci: X
/R
11 / \\ Sibek naboj
d; (23) /N u; G3)
\
/ 3 \ okus
/ \ (menjava generacij)
i \ >
1 ! -
=2 // N2 .7
/ \
u - d
. 2
2 s; (01'3)

Slika 3: Delci ter antidelci v ravnini (733, Y = -2738).

B

28U(2) levoroénemu dubletu ( Z ) s kvantnimi Stevili uy, = {(% %) ( )}, dr = {(7 — 7) (%)} ter nabojema Qu, = %, Qa; =
L

—1 kjer {(72 723),(2713)} = {SU(2) izospin(sibki naboj), U(1) hipernaboj}, dodamo desnoroé¢ni singlet (s)g s kvantnimi stevili sg =

{(0 0), (—%)} ter nabojem Qs, = —%. Da pa se ohranijo kvantna stevila vseh treh kvarkov, ko gremo iz SU(2) v SU(3), zamenjamo 723 s

733 ter 2713 g %738. Torej: {(72 723),(2713))}SU(2)®U(1) _ {(TB 7.33)7 (%738))}SU(3)‘



Seveda je potrebno na tem mestu omeniti, da SU(2) izospinska simetrija (glej poglavje 2), ki je sama po sebi ze krsena,
predstavlja del vecje simetrije (SU(3)), ki pa je Se bolj krsena. Kakorkoli ze krseno, Se vedno se da z njo klasificirati
opazene druzine delcev in tudi masne formule (glej npr. poglavje 5.1) lepo delujejo.

3.5 Gradnja mezonov

Velja:

-~ ~delci ~antidelci
T = Z T + E T . ©)

delci antidelci

Torej so vsi operatorji toliko deléni, kolikor delcev imamo. V primeru mezonov so potemtakem dvodeléni. S pomocjo
tega pa lahko sedaj zgradimo mezone, ki so sestavljeni iz kvarka ter antikvarka oz. delca ter antidelca.

Tako za mezone dobimo:

Spomnimo se Se, kaksna sta hipern- ’ mezoni (722,2713) — (733, %7’38) H Yy =278 ‘ 723 ‘ Q ‘
aboj ter tretja komponenta izospina R = Ju> |5 >= (%’ %)(0’ %) 1 % 1
za kvarke u d s: KO =|d> |5 >= ( %7%)( 7%) 1 _% 0
[varki [V =270 [ 72 [ Q| _ |s >[5 >= (0,:%)1(0,5) 1 0 010
o T T2 7t =]u>|d >:1(§1,§Z(§,;§) 0 1 ]1
d 1 I o|d>|d>: (_573)(257;5)1 0 (1) 0
S _:?2 02 _i K™ = |S > ‘d >:1 (1,—31)(571—5) -1 5 0
3 3 lu>lu>=(5,3)(=3,—3 0 0 |0
kjer je @ = 713 + 72 v enotah os- - =ld>la>=(=3,5)(=5—3) 0 -1 -1
novnega naboja. K~ =]s > |u>= (0, —%)(—%7 _%) -1 '% -1

2 38)

kar lahko narisemo v (733, 57°%) ravnini:

|ds>=k° Tl |us>=k*
mezoni
u antikvarki: X

[duz=r / |dd>{uu> lud>=r* .
1 ~
1 ; |s5> %

V'

Isu>=x T+"1 [sd>=K°

oy 4 ; i (33 238
Slika 4: Mezoni v ravnini (7 AT ).

Tako za delce kot za barve velja Za antidelce pa velja:
(iz slik 2 ter 4): -

#Hd >= |u > 7 >=—ld>
VHs >=|u> Via>=—|s>
Utls >=|d > Utld >=—|5 >

Minus pri izrazih za antidelce dobimo, ker delujemo na stanja antidelcev z operatorjem za delce; operator za delce ter
antidelce pa povezemo z: 7. = C7C~!

re = CrECT = C(% £afP)CT = 23 £ ()7 = 0 FirP =
,f_033 — _7@33
V::i — 7A_634 ¥ Z7A'C35 — _7134 T ,L’7A_35 — _Vi



Poiscimo Se ostala stanja (imamo Ze Sest mezonov, manjkajo pa Se trije, saj kombiniramo v pare tri razliécne kvarke):

1. Mezon 7° (del tripleta glede na 7%; glej poglavije 3.6)
#F\du >= (#F|d >)|a > +|d > 7 |a >= |ua > —|dd > %ﬂuﬂ > —|dd >)

70 = —(lua > —|dd >) (10)

1

V2

2. Mezon ) = auti > +8|dd > +~|s5 > (singlet):
Upostevajmo ortogonalnost: < 7°n >= 0
< auu + ﬂdd+’ys§|%(uﬂ —dd) >= %(a -B)=0
Torej: a = g.
Da pa je i res singlet, pa moramo zahtevati ge: 75| >= Vﬂn‘ >= (Afi|77‘ >=0
Vtn' >=Vt|oua + add + yss >= —alus > 40 + v|us >= 0
Torej: a = 7.
#*n >=+t|ua + dd + 5 >= —|ud > +|ud > +0 =0
Uty >=Ut|ui + dd + s5 >= 0 — |ds > +|ds >= 0

Seveda tudi ¢e delujemo z operatorji 77, V*, U~ na stanju | >, dobimo 0.

n = %(ma > +|dd > +|s5 >) (11)
3. Mezon 1° = alui > +b|dd > +c¢|s5 > (del dveh tripletov: glede na U*, V*; glej poglavie 3.6):

Upostevajmo ortogonalnost: < 79|70 >=0

< auii + bdd + cs§|%(uﬂ —dd) >= %(a —-b)=0

Torej: a =b.

Upostevajmo ortogonalnost: < n°|n° >=0

< autl + add + cs§|%(ua —dd) >= %(a +a+c¢)=0

Torej: ¢ = —2a.

0

1
TV

3.6 Razvrstitev mezonov v singlet. ..

(Jut > +|dd > —2|s5 >) (12)

Sedaj pa nas zanimajo mezonski dubleti, tripleti, oktet ter singlet, ki jih ugotavljamo s pomoc¢jo operatorjev gener-
atorjev podgrup grupe SU(3). Z njimi delujemo na izbrano stanje in ugotavljamo ali je za izbrani operator singlet
(Ge iz njega ne moremo skonstruirati nobenega drugega stanja), dublet (e lahko naredimo le $e eno stanje iz prvot-
nega). .. Tako imamo glede na SU(2)CSU(3) operatorje:

’ operator H singlet \ dublet \ triplet ‘
7= 0,10 | (% &T), (k—, RO (=, 70, @)
VE n (m=, k%), &%, 7t) | (v, 7%, &), (k—, 0, K7T)
U+ 7 (7t k), (k= 7)) | (8%, 70, k°), (&%, °, x°)

Tabela 2: SU(2) mezonski pleti.

Vse delce, ki gradijo dublete oz. triplete lahko zdruzimo v oktet glede na operatorje 7%, vE U (s pomocjo le teh
lahko iz enega stanja iz okteta zgeneriramo Se ostalih sedem). Oktet je potemtakem sestavljen iz: 7=, 70, 7%, x°,
kT, k=, RO ter n°. Z operatorji 7%, V* ter U* pa ne moremo zgenerirati stanja 7 iz stanj, ki so del okteta, torej

predstavlja " singlet.



Da imamo med SU(3) multipleti, ki jih sestavimo iz SU(2) multipletov oz. T-multipletov (so vzoredni osi 733), en
singlet in en oktet vidimo tudi iz tega:

o

(33 = ((2s el He (‘2 3e'13) = ((2e'2) el el o1 = P8 a1 a2 o2 e 1)’ =

= 8] @ [*1] (13)
Kjer smo upostevali, da je ['3] = [2]5 @ [*1]7 3, ['2] ® ['2] = [23] @ [21] ter da indeks v eksponentu predstavlja lastno

vrednost operatorja Y, zapis pa [ftevile deleev v stanjuplop)

3.7 Gradnja barionov

Kot smo zapisali za mezone lahko zapisemo tudi za barione, ki so sestavljeni iz treh kvarkov, tabelo kvantnih stevil in
jo predstavimo v (733, %7’38) ravnini:

J%Tzs
c=0
’ barioni H 733 ‘ Y ‘ Q ‘ dd ud , m
uuu % 1 2
uud % 1|1 . .
uus 1 011 N 2
udd —% 1 0 : 73
uds 0 010
uss % 110
ddd | -3 [ 1 [-1
Sss 0 2| -1
dds -1 10 |-1
dss —% -1 -1
Tabela 3: Kvantna stevila =2
za barione.
Slika 5: Barioni v ravnini (733, %738).

Da ugotovimo kaksne SU(3) plete, ki jih sestavimo iz SU(2) multipletov, imamo, se lahko posluzimo vsem znane
graficne izpeljave, katere prednost je to, da lahko takoj ugotovimo simetri¢nost oz. antisimetri¢nost pleta glede na
zamenjavo delcev, ali pa kar izra¢unamo [3] ® [3] ® [3]:

[slels) = (el He( 2P el =F el el a1 =

(el el3=Ca el el el e (A1) %)=
[38]1 @ [34]0 o [34]0 e [32]—1 D [34]0 D [32]—1 oy [32]—1 o [31]—2 —
=P el el e U e (P e PP e P2 e (P2 e P4 0 2% ) @ P1)° =

=10 & [*8] & [*8] & [*1] (15)
Kjer je [38]! = [24]' @ [22]' @ [*2]!, eden izmed [4]° = [33]° @ [31]°.

Ze graficno se da ugotoviti, da je dekuplet popolnoma simetricen, singlet pa popolnoma antisimetri¢en na zamenjavo
delcev, ter da sta okteta simetricna oz. antisimetricna le na zamenjavo prvih dveh delcev ali pa to ugotovimo s
konstrukcijo stanj s pomoéjo operatorjev dviga/spusta (7, V*, U¥) ter z ortogonalnostjo. Dobimo torej:



e poplnoma simetricen dekuplet

’ Y \ 723 H stanje
1] 2 |uuu >
1] 3 %ﬂuud > +udu > +|duu >)
1| -1 %ﬂddu > +|dud > +|udd >)
[ 2 [ddd >
0 1 %ﬂuus > +lusu > +|suu >)
0 0 %(|sdu > +|sud > +|dsu > +|usd > +|dus > +|uds >)
0] -1 %(\dds > +|dsd > +|sdd >)
1] 3 %(\ssu > +|sus > +|uss >)
-1 0 ﬁ(|ssd > +|sds > +|dss >)
2| -2 |sss >
e popolnoma antisimetricen singlet
’ Y \ 723 H stanje ‘
’ 0 ‘ 0 H L (Juds > —|dus > +|dsu > —|usd > +|sud > —|sdu >) ‘

V6

e oktet z meSano antisimetrijo

’ Y \ 723 H stanje

1 %1 %ﬂudu > —|duu >)

1| -3 ﬁ(|udd > —|dud >)

01 1 %(|usu > —|suu >)

0] 0 2 (Jusd > +[dsu > —[sud > —[sdu >)

0| -1 %(|dsd > —|sdd >)

0] 0 \/%(Q\uds > +|usd > +|sdu > —2|dus > —|sud > —|dsu >)
-1 %1 éﬂuss > —|sus >)

1] -3 ﬁ(\dss > —|sds >)

e oktet z meSano simetrijo

’ Y ‘ 723 H stanje

1] 3 %ﬂudu > +|duu > —2|uud >)

1]-1 %(\udd > +|dud > —2|ddu >)

0 1 %(\usu > +|suu > —2|uus >)

0 0 %(Z\Uds > +2|dus > —|usd > —|dsu > —|sud > —|sdu >)
0 1 T (Jdsd > +]sdd > —2]dds >)

0] 0 2 (Jusd > —[dsu > +[sud > —[sdu >)

13 %(mss > +|sus > —2|ssu >)

1] -1 %ﬂdss > +|sds > —2|ssd >)

4 GRUPA SU(4) in HADRONSKI MULTIPLETI

4.1 Algebra grupe SU(4)
Grupa SU(4) ima 15 generatorjev :

01 00 0
3 10 00 % 7
1_ 2 _
A= 0 0 0 O AT = 0
0 0 0O 0
00 -2 0 0
S 00 0 O S 0
5 _ 6 _
AT = t 0 0 0 AT = 0
00 0 O 0

-+ 0 0 1 0 0 0 0 01
0 0 0 33 = 0 -1 00 34— 0 00
0 0 0 0 0 0 O 1 00
0 0 0 0 0 00 0 00
0 00 00 0 O 10
0 1 0 A7 = 0 0 -2« 0 38— L 0 1
100 0 « 0 O v3a| 0 0
0 00 0 0 0 O 0 0

OO oo oo

=N

o o oo



000 1 00 0 -i 0000 000 0

o_| 0000 o[ 0000 i 0001 gz [ 00 0 -
0000 000 0 0000 000 0
1000 i 00 0 0100 0 i 0 0
0000 000 0 100 0

s [ 0000 sa_ | 0000 gs_a | 0100

oo o0 1 o o0 0 - “Vvel oo 10
0010 00 i 0 000 -3

Vidimo , da so vse matrike brezsledne ter da so tri diagonalne, kar ustreza stevilu Casimirjevih operatorjev oz. mak-
simalnemu stevilu hkrati diagonalnih matrik A*.

o ~dk _ AR .
Velja 727 = 5 ter:

(NI N} = 26 fidk )k oz. {#4, 749} = ifiikth kjer fF = LTr({N, M}_)F) ... antisimetricni tenzor 4
(N N Y = 09T 4 2d7k \k , kjer ik = ITr({A", M} AF) ... simetri¢ni tenzor
Tr(A) =0

Tr(NN) = 26%
Tr({X, M}y) = 467

4.2 (7%,Y,, C,) prostor

Tako kot smo presli iz SU(2) v SU(3) grupo, tako gremo iz SU(3) v SU(4) grupo: kvarkovskemu SU(3) tripletu do-
damo kvark (c)g s kvantnimi §revili cg = {(0 0), (1)} ter nabojem @ = 2. Uvede se e eno kvantno Stevilo (zaradi
enolitnosti kvarkov): Sarm Cjy, ki le kvarku ¢ priredi lastno vrednost 1, vsem ostalim pa 0. Tako lahko zapisemo

[{(7 73), (S} SU@ o [((r4 749), (2798 4 (] — 2/67419))), (2(#40)2 — 395 — | [ERU9SUG) Kjer zadui

¢len predstavlja lastne vrednosti Sarma. Skratka: cg = [{(0 0), ()}, {1}].

Torej Hilbertov prostor nad katerimi delujejo matrike AE razpenjajo vektorji:

|lu >= ,  ld>= , Js>= , Je>= (16)

OO O
O O = O
o= O o
_— o O O

Po analogiji prvega dela seminarja (grupa SU(3)) kar reemo, da |u > predstavlja stanje kvarka u, |d > predstavlja
stanje kvarka d... Na te bazne vektorje pa delujemo z operatorji 743, Y} in Cy, kjer sta:

N 2 1
Y, = —718 4 E(I 2/6741%) (17)
A 4312 [T 8 415
04 = 2(7’ ) — 737' — gT (18)
Tako lahko zapisemo:
: 13
’ kvarki H T1 ‘ {4 ‘ Ca ‘ (%4 ‘ S ‘ ? ‘ kjer je 742 izospin oz. §ibki naboj, Y4(= B + S;) hipernaboj, Cy
u 2 3 0 3 0 3 ¢udnost, (4 naboj, Sy Sarm, B pa barionsko stevilo oz.:
e e a T i
"3 31" 3 G _9(243)2 ~48
c 0 % 1 % 0 % S4 = 2(7’ ) + \/57' .

Lastne vrednosti za antidelce imajo obrnjen predznak glede na lastne vrednosti za delce. Matrike 74 pa ponovno
dobimo s pomocjo operatorja konjugacije naboja: C = iv?Kec, kjer K naredi konjugacijo, ¢ pa spremeni predznak.

3Glej poglavie 9.2.
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Torej:

kjer indeks r/i oznac¢uje matriko z realnimi/imaginarnimi koeficienti, indeks ¢ pa matriko za antidelce.

41 41 41
T Mo o
7(4:13 Ti43 Ti43
o T T
"o s s
Ties Ti46 Ti46
T, T, -7,
7_47 Ti47 71‘47

48 _ 48 -1 _ 48
T, =C| 7, ™ = -7, ,
749 7;19 _7;19
7_2,110 7_7;410 Ti410

411 411 411
T, T, -T,
7_2112 7_1_412 Ti412

413 413 413
T, T, -7,
7_2114 7_;114 7_i414

415 415 415
T, T, -7,

4.3 Generatorji podgrup grupe SU(4)

Generatorji podgrup grupe SU(4), ki zaprejo algebro, so:

A4i _ 7_41 + 7;A42
A43

V:I: __ 244 :l:Z.A4‘)
U = #10 + 747

Vi= 57 4 (1 - 2V67419)

Wi = #49 47410
ZF = #4112
21& — 413i2w414

Cv4 _ 2(7243)2 o %%48 _

3

Njihovi komutatorji pa:

{(#15,2°) = +77°
{V43,ViFy - = V"
(U*, 05} = +UF

(U507} = —#8 4+ /3718 .= 203

(W Wiy =W (W) = #4994 25998 42, 23005 = orad
(29,28} =42F {21 27h =9+ 5t 42, /3000 = 228
{282} = £2F (26,20} = — 5718 42 /37415 1= 2543 = 2%
(e =21 {Yai)o =0 {C17i}-=0

{%43,‘{41[}* = i%‘{{ {Y47‘A/4i}7 = iV{ {C},\éi}, =

{7805} = IF%U4 (Yo, Urt-=+U;y {Cy,Us}-=0

{793, Wiy - = 23 W

{%43)Zit}— = :F%ZAA%
{7143724:1‘:}* =0

{YZ;,Z4 }* = $Z4:Lt

{647W4 Jo = :FW4
{04,Zi}_ = $Zi
{04724 }* = ¥Z4

Podgrupe grupe SU(4) so grupe SU( ), ki pa v naSem primeru ponovno niso invariantne. Za njih pa lahko zapisemo:

{7, #9}_ = ielihsh
(V7 V9} = it
{07, 09} = ik
{Wi,VVj} = gjettkpk
(70,77} =ik zk
(59,27} _ = ietikzh

, kjer 70 = = ¥

, kjer Vid = 4645
, kjer Uid = 744
, kjer Wi =74
, kjer Zhi = 4i4j
, kjer 2 b = 447

zai,j,k=1,2,3

za t,j = 4,5 oz. Yk =43
zai,j=6,70z UF=0U"
zai,j =9,10 oz. Wk = W%
zai,j=11,12 oz ZF = 7*3

za i,j = 13,14 oz. 2k = 243

Na tem mestu pa vpeljemo novo bazo |[743Y,C, > za katero velja:

P|BY,Cy >= T8 Y, 0 >

11



Yi|rBY,0y >= Yy |73V, C4 > (21)
O4|T43Y4C4 >= 04‘743}/404 > (22)

Ponovno nas zanima delovanje ostalih operatorjev, vendar na bazi |743Y,Cy >:
FIEFBY,Cy >= (7B £ D)F[rPYLC > APWERBYLCL >= (710 £ DV rBYLC, >

Vi |r3Y,Cy >= Yir] |73V, Cy > YW [r3Y,Cy >= VWi Y, >
Corf|78Y4Cy >= Curf|783Y,Cy > CAWETBY,Cy >= (Cy T HWETBY,Cy >

MVEBY,C0y >= (B £ DVEITBYICL > #BZE Y0 >= (78 F 5) ZF TPV C, >
ViVETBY,Cy >= (Yo £ )VETBYLC, > YiZi|m8YiCy >= Vi ZE |783Y,Cy >
C4V4i|T43Y4C4 >= C4V4i|T43Y4C4 > C4ZZ:|T43Y4C4 >= (04 F 1)Zf|7’43n04 >

PBUEIrBY 0y >= (79 5 DUF|TPYiC0, > #8245 |7%Y,C0y >= 8325 |78Y,0y >
YV UE|T8BY,Cy >= (Y, £ )UE|783Y,04 > Yi2E |8y, 0y >= (V) F 1)5578Y,Cy >

CA'4Uf|T43Y404 >= C4Uit|T43Y4O4 > 6'4221&‘7431/404 >= (04 + 1)2f|T43Y4O4 >
Ce to zapisemo v tabelo:

y kvarki [ [ Ve Ve (0T JU (Wi Twe 12512 |28 [z ]
G.5.00=u>] 0[] d] O s 0 0 0 c 0 00O
(3.5,0=d>[ v ][O0 0] O0T]0O s 0 0 0] c]O0]0O
(0-3,00=[s> [ 0] 0] w ]| 0] d]O 0 0 0ol 00/ ¢
0,5,1)=]c> 0lo0o] o0 0 0 0 u 0 d | o]|s]|O0

[ antikvarki [ [ [V Ve (U U W IWe [ 2712 ]2 [ = ]
(-5.00=la>[ d[ 0] -5s]0 0 0| -¢ 0 oo oo
(5-3.00=[d> ] 0 ]-u[ 0 0| -5]0 0 0 [ -c]0]o0]oO
(0,2,00=[5> ojlolo]|-a|]O0]|-d]| O 0 0| -d|-<c|O0
(O2-D=fe>[oJoJo]Jof[o]oO 0 -w | 00 ]o0]-5

—~

4) “prostoru”.

2) operatorji v SU

Tabela 4: Preslikave kvarkov z SU

—

Oz. predstavimo v “SU(4)” prostoru:

Slika 6: Preslikave kvarkov z operatorji Tf, Vf, Uf, Wf, Zf, zf v prostoru (743,Yy, Cy).

4.4 Gradnja SU(4) mezonov

Na Ze znan nagin lahko za mezone zapisemo tabelo lastnih vrednosti in jo predstavimo v prostoru (743, Yy, Cy), kjer
na os x nanasamo lastne vrednosti operatorja 743 | na os y lastne vrednosti operatorja Yy, na os z pa lastne vrednosti

operatorja 04 .

12



kN
<

23
N

’ mezoni Y4 S4 04 Q

kt=Jus>] § [1][1]0]1

W=lds> [ -TT1][1]0]o0
55 > 0 [0[0][0]O

Ft=les>| 0 [ 1| 1] 1|1 mezoni

7t =Jud> | 1T [0 ] 0| 0] 1 _
[dd > 0 ]0J0]O0]0 antikvarki
=Jsd> || 3 [-1]-1]0] 0

Df=Jed>1] 5 O] O] 11 I
lua > 0 [o[ofo0o]o0 !

7~ =]du>| -1 [0 0|0 |-l

km=[su> | -3 [-1]-1]0]-1

DV=Jca> -3 [0 [O0[1]0

Di=Juc>[ T ToJo[-1]0

D =Jde> | -5 [0]0]-1]-1

F-=Is¢> || 0 [-1]-1]-1]-1
jec > 0 0]0]0]0O Slika 7: Mezoni v prostoru (743, Yy, Cy).

Tabela 5: Kvantna stevila SU(4) mezonov.

SU(4) multiplete zgradimo iz SU(3) multipletov oz. (T-Y)-multipletov (so vzporedni ravnini 743-Y’); po analogiji
gradnje multipletov SU(3):

fel4=C3e M) e (B e =) a3 U He (1] ) e (") &1 =
— [28]0 ) [21]0 D [23]—1 o) [23]1 o) [21]0 —

= [215) @ [21] (23)

Kjer smo upostevali, da je ['4] = ['3]° @ ['1]*, ['3] @ ['3] = [*8] ® [*1] ter da indeks v eksponentu predstavlja lastno
vrednost operatorja C.

Torej imamo SU(4) 15-plet in SU(4) singlet. 15-plet pa lahko seveda razbijemo na SU(3) multiplete:

[15] — 1] @ [*3] @ [*3] @ [?8] , kjer so:

[21] @ [8]=SU(3) nonet (Cy = 0; singlet @ oktet): n° @& n°, 7=, 7%, 7+, k%, 8O, K+, K~;
[23]= SU(3) triplet (Cy =1): D°, F+ D¥;

[23]=SU(3) antitriplet (Cy = —1): D°, F~, D~;

[21)= SU(4) singlet (Cy = 0): 7

V sredis¢u prostora (743,Yy, Cy), v (0,0,0), imamo $tiri stanja , torej so Stirikrat degenerirana. Dobimo jih na enak
nac¢in kot smo dobili multiplete za grupo SU(3). Skratka:

Cy = D = |cu > Cy=-1 D = |ue >
Ft =lcs> F~ =|su>
Dt = |ed > D~ = |de >
C,=Yy=73=0 7%= 7(|uu > —|dd >) Cy = 0;Yy, 7% sicer 7~ = |du > A
n° = I (lua > +|dd > —2|s5 >) 7t = |ud >
n = \2}5(|uu > +|dd > +|s5 >) kY = |ds >
Ne = |c€ > g0 = |sd >
kT =|us >
K™ = |st >

13



’ barioni H 7'43 ‘ Y4 ‘ S4 ‘ 04 ‘ Q4 ‘
uuu % 1 0 0 2
uud % 1 0 0 1 Y4
uus 1 0| -1 0 1 T
uuc 1 1 0 1 2 ddd  cdd ddu ¢ "‘(L ddu cuu mu
wdd [T [1][0][0]0
uds 0 0| -1 0 0
udc 0 1 0 1 1 -
uss Tl 2]07]o T e
usc o111
ucc % 1 0 2 2
ddd [ -3 [ 1[0 [0 -1
dds -1 0 -1 0 -1
dde -1 1 0 1 0
dss 2 |-1]-2]0]-1
dsc 5 |0 -1[1 0 2
dee [ -3 1]0[2]1
Sss 0 |21 3101 Slika 8: SU(4) barioni v prostoru (743, Yy, Cy).
Sse 0 0 | 2 1 0 Razlicne barve pomenijo razlicno ravnino
sce 0 01 -1 2 1 glede na kvantno stevilo ¢udnost (Cy)). Us-
coc 0 0 0 3 2 trezna ravnina je oznacena ob sliki.
Tabela 6: Kvantna stevila za SU(4) bar-
ione.

4.5 Gradnja SU(4) barionov

Da ugotovimo kaksne SU(4) plete, ki jih sestavimo iz SU(3) multipletov, slednje pa iz SU(2) multipletov, imamo,
izrac¢unamo [*4] ® ['4] ® [14]:

[el=C3"el)e (B e 1)) =16"e ")’ s 3] e [*3]' & 1] =

= [*10] @ [*6] (24)
(el o= (P’ e 3o 3" e 3" @ 3] & 1) @ (3] @ ['1]') =
_ [310]0 oy [38]0 ey [38]0 P [31]0 e [36}1 o [33]1 o [36]1 ey [33]1 P [36]1 @ [33}1 o [33]2 oy [33]2 ey [33]2 P [31]3 —
=1 e P3P e o & 101 @ (F3* e 6" @ 3" @ [8]") @ (P31 @ ['6]' & [3]' @ [8]°) & (
= [*20]' @ [’20] @ [*20] @ [*4] (25)

Pri vseh multipletih zaénemo z njihovo gradnjo iz Ze znanih SU(3) multipletov oz. iz stanj s C4 = 0 s pomocjo SU(4)
operatorjev. Dobimo:

e popolnoma antisimetricen [4]-plet

[CIY 2] stanje ‘
00| O SU(3) popolnoma antisimetri¢en singlet
11110 %(|duc> —|ude > +|edu > —|dcu > +|ucd > —|cud >)
10| 3 %ﬂsuc > —|usc > +|esu > —|scu > +|ues > —|cus >)
1[0] -3 %ﬂsdc > —|dsc > +|esd > —|sed > +|des > —|eds >)

4Stanj n°, n°, 1, kakréna so zapisana, ne skonstruiramo s pomocjo SU(4) operatorjev dviga/spusta oz. 7. ni pravi singlet glede na
omenjene operatorje. Vendar so ta stanja linearna kombinacija vseh treh stanj, ki bi bila dobljena z operatorji: singleta ter dveh od
15-pleta. Ponavadi se za “eksperimentalna” stanja pise: 70, n° = %ﬂuﬁ > +|dd >), n" ~ |s8 > ter ne = |c€ >.
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e poplnoma simetri¢en [20]’-plet

|

Y [ ] stanje ‘
SU(3) popolnoma simetri¢en dekuplet

%(muc > +|ucu > +|cuu >)

5 ([ude > +ued > +|duc > +|deu > +|cud > +edu >)
%(\ddc > +|ded > +|cdd >)

%(|usc > +|ucs > +|suc > +[scu > +|cus > +|cus >)

%(\dsc > +|des > +]sde > +|sed > +|cds > +|csd >)
(|ssc > +|scs > +|ess >)
(lecu > +|cuc > +|uce >)
= (Jced > +ede > +|dee >)
(lces > +lese > +|sce >)

lece >

=)

ol o] | = =
1
—_

]
S

O O NIH O o viH
Sl

=R

w| o | N = =] == =] = ol O

e [20]-plet z mesano antisimetrijo

|

Q

\ Y \ 723 \ stanje

SU(3) oktet z mesano antisimetrijo

1] 1 %(|cuu > —|ucu >)
110 2 (Jeud > —Jucd > +|cdu > —[dcu >)
1] -1 %(\cdd > —|ded >)
0 2 (Jeus > —|ucs > +|csu > —[scu >)
0| - 7(Jeds > —[dcs > +|esd > —[scd >)

%ﬂcss > —|scs >)
(ledu > —|dcu > +|ued > —|cud > +2|ude > —2|duc >)
(lesu > —|scu > +|uecs > —|cus > +2|usc > —2|suc >)
(lesd > —|scd > +|dcs > —|eds > +2|dsc > —2|scd >)
%ﬂuce > —|cuc >)
?ﬂdcc > —|ede >)
ﬁ(\scc > —|ese >)

ﬁ‘._‘
DN

NI B S BN [ [ Y Sy Uy priey Uy UG G e
o =~ o o | X
1
Sl NI o NIH O O jpoli
-
n

e [20]-plet z meSano simetrijo

’ C \ Y \ 723 \ stanje ‘
0 SU(3) oktet z mesano simetrijo
1111 %(\cuu > +|ucu > —2luuc >)
111] 0 \/%ﬂcud > +|edu > +|deu > +|ucd > —2|duc > —2|udc >)
1] 1] -1 %ﬂcdd > +|ded > —2|dde >)
1{o] 2 \/%(\cus > +|esu > +H|ues > +|scu > —2|luse > —2|suc >)
1[o0] -3 \/%ﬂcsd > +|eds > +|sed > +|des > —2|sde > —2]dsc >)
1]1-1] 0 %(\css > +|scs > —2|ssc >)
11110 2 (Jued > +|cud > —|cdu > —[dcu >)
1[0 2 3 ([scu > +|csu > —[cus > —|ucs >)
1]0] -3 3([scd > +[csd > —|eds > —[dcs >)
211 %1 %ﬂucc > +|cuc > —2|ccu >)
21| -3 @(\dcc > +|ede > —2|ced >)
2101 0 %(|scc > +lese > —2|ces >)

5 SU(3), SU(4) HADRONSKE MASNE FORMULE

5.1 Gell-Mann-Okubova masna formula za mezone

Ce SU(3) simetrija ne bi bila kréena oz.bi bila to¢na simetrija mocne interakcije, potem bi imeli vsi mezoni v SU(3)
multipletu enako maso, saj bi bila vsa stanja SU(3) multipleta energijsko degenerirana. Seveda iz eksperimenta vemo,
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da temu ni tako (glej sliko 9). Torej pride do zloma SU(3) simetrije, ki pa je kot ze vemo bolj zlomljena kot simetrija
izospina.

2
AT

497,7MeV 493,7MeV
/ e \ ¢
b
/
/ \\\
5 N
/ )
1396Mev | 1350MeV 13),6Mev
»i‘\ 5473Mev A s
\ /
\
\
\
\ /
\ /
493, 7MeV T o7 e

///
/

33 2

38
%),

Slika 9: Ustrezna masa mezonov iz slike 4 v ravnini (7 T

Da ta zlom upostevamo v Hamiltonjanu mocne unterakcije, moramo poleg starega invariantnega ¢lena (super moc¢na
interakcija; SU(3) invarianta; ne vidi masnih razlik; degenerirani multipleti) upostevati $e nek nov ¢len (srednje mocna
interakcija), ki povzro¢i zlom simetrije oz. premakne degenerirana stanja. Sestavimo ga lahko iz generatorjev grupe
SU(3) (in ne iz Casimirjev; le-ti ne zlomijo simetrije).

Torej: H= IfIZ + ﬁm

Ker je razcep masnih nivojev v multipletu le ca. 20% celotne mase, re¢emo, da je prispevek k masi od H,; majhen in ga
obravnavamo kot perturbacijo: < ﬁi >=m >> < fIm >. Maso pa lahko zapiSemo v obliki: M =< ﬁz >4 < flm >,

Na tem mestu zanemarimo masno razliko zaradi elektromagnetne interakcije oz. upostevamo, da imajo vsi ¢lani
izospinskega multipleta enako maso oz. {H.;, #3313 =0.
H,,; sestavimo torej iz generatorjev SU(3) grupe, ki komutirajo s 733:

o =S mid, (26)

2

kjer je m; konstanta pred i-tim generatorjem. Vemo, da z operatorjem 733 komutirajo Y, (Y)2, (#3)2 etc. V prvem

priblizku lahko zapisemo:

H,i = a(Y)2 (27)

Y2 in ne Y, ker mora biti operator, ki dolo¢a razcep mas za mezone glede na “hipernaboj” pozitivno definiten, saj je
masa na sredi ravnine (733 %738) najmanjsa. Torej:

M =m+a < 383Y|(V)Hr3r3Y >=m + a(Y)2 (28)

Ker smo zanemarili masno razliko zaradi elektromagnetne interakcije, pogledamo le delce z enakim nabojem oz. U-spin
multiplete. Iz formule bi moralo veljati, da M,o = Mo, vendar eksperiment da: M,o — Mo = 412,3MeV. Zato
moramo formulo popraviti. Vemo, da se n° ter 7° ne razlikujeta v Y, 733 in da se razlikujeta v 73. Vemo tudi e, da
#3 ne komutira s 733 vendar z (73)2.

Nov Hamiltonjan je sedaj:

¢

H,; = a(Y)? + B(7°)? (29)
nova masna formula pa
M=m+a(Y)*+ 873> +1). (30)

Koeficienta « ter 8 se pa doloci iz meritev ob upoStevanju masne formule:
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’delec\ Y ‘T‘ M ‘
K -1,1 % m+a+%ﬁ
n 0 0 m
s 0 1 m+ 203

Tabela 7: Rezultati masne formule 30 za mezone.

Vemo, da so mezoni bosoni. Zato se pokoravajo Klein - Gordonovi enacbi 8,,0" ¢ + m2¢ = 0 v kateri nastopa kvadrat

mase in ne masa. Zato sta M in m v masni formuli kar M2 in m?2.

5.2 Gell-Mann-Okubova masna formula za barione

Najprej si poglejmo barionski dekuplet:

%‘('38

1232MeV 1232MeV |, 1232MeV 1232MeV
+

1385Mev 1385V 138GMeV
) A %

1530MeV. ﬁ_/ézoMgv

673MeV
=2

Slika 10: Masa stanj barionskega dekupleta iz slike 13.

Ponovno postopamo na enak nagin: zanemarimo 732 razcep, medtem ko pa Y razcepa ne gre. Iz meritev pa je tudi

oc¢itno, da s padajocim Y masa raste kot tudi da z razliko od mezonskega okteta tukaj niti dve stanji z razlicnim Y
nimata iste mase. Zato pozitivna definitnost operatorja (Y)* (k = 1 : co) ni potrebna. Prav tako ni na nobenem Y
nivoju dveh razliéno velikih mas. Zato v razcepu ne upostevamo odvisnosti od 73. Torej je prvi priblizek kar:

H,; =aY. (31)
Masna formula pa je oblike:
M =m+aY. (32)

Glede na eksperimentalne podatke lahko recemo, da je ta masna formula za barionski dekuplet pravilna:

| AM [ masna formula | cksperiment [MeV] |
M= — Mq o 142.5
ME — ME (0% 145
MA - Mg « 153

Tabela 8: Rezultati masne formule 32 za barionski dekuplet.

Ko pa to masno formulo Zelimo uporabiti Se za barionski oktet z masami predstavljenimi na sliki 11, vidimo, da to ne

bo slo kajti v (733, %7’38) = (0,0) imamo dve stanji z razlicnima masama, ki se razlikujeta le v 73.

Vidimo pa tudi, da tudi v tem primeru ne rabimo zahtevati pozitivne definitnosti operatorja Y. Tako je prvi priblizek
za Hamiltonjan srednje moc¢ne interakcije za barionski oktet:

H,i = aY + B(7%)2 (33)

Masna formula pa se glasi:
M =m+aY + 3r3(r* +1). (34)
Ta formula sicer deluje, vendar predstavlja slabo aproksimacijo. Tako dodamo e en ¢len v popravku k Hamiltonjanu:

H,i = oY + 6(7%)2 +~4(Y)>2. (35)
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g g

o \
¥ \
/ %

/ \
/

\
\
11%74\&\‘ \ 1192MeV 11%431\&\'
i + + /i

-1\ 1116Mev g
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=
) /
1321MeV L 1315Mev

Slika 11: Ustrezna masa mezonov iz slike 4 v ravnini (723, 2713).

Popravljena masna formula je potemtakem:
M =m+aY + pr3(r3 +1) + (V)2 (36)

S to formulo pa smo popravili prejsni priblizek za red velikosti.

Sedaj pa zelimo, da bi ta masna formula veljala tudi za barionski dekuplet. Kaj ugotovimo? Da smo z dodatnimi ¢leni
pokvarili dobro ujemanje z eksperimentom. Tako zahtevamo, da je na novo dodani ¢len po zapisu enak staremu oz.
Br3(r% 4+ 1) + 4(Y)? = my + myY. V zahtevo vstavimo tri stanja in dobimo, da je v = —1/3 oz. dobimo Gell-Mann-
Okubovo masno formulo, ki velja za vse SU(3) hadronske multiplete:

M=m+aY + 83 +1) - %(Y)Q). (37)

Zavedati se moramo le, da je za mezone masa pravzaprav kvadrat mase in da moramo iz masne formule odstraniti Y,
za barione, ki pa so fermioni in se pokoravajo Diracovi enacbi (iy*0, — m)® = 0 pa je masa kar masa.

5.3 SU(4) Gell-Mann-Okubova masna formula za hadrone

Okusna SU(4) masna formula se po analogiji SU(3) hadronske masne formule glasi:

M=m+aY +B(r*(r* +1) - i(y)2)+5c4. (38)

Tu je C4 lastna vrednost operatorja Cy, ki je operator sarma (komutira s 743) in je bil obravnavan Ze v poglavju

4.2. Ta formula dobro drzi za barione. V primeru mezonov pa jo moramo malce spremeniti: kot vedno recemo, da je
masa kar masa kvadrat, ¥ odstranimo in zahtevamo pozitivno definitnost operatorja (C4)* (k =1: c0). Tako je prvi
priblizek za mezone kar:

M= m+ B+ 1) — i(Y)Q) +6(Cy)2. (39)

6 OKUS:SU(3)®SPIN:SU(2) HADRONI ter BARVA

6.1 Barva
V poglavjih 2 in 3.2 je bil uveden pojem barve oz. barvne SU(3) simetrije.

Vsakemu kvarku oz. antikvarku pripiS§emo barvo oz. antibarvo. V primeru mezonov, ko sklapljamo delec ter antidelec,
hkrati tudi sklapljamo barvo ter antibarvo. SU(3) reprezentacija barve-antibarve je popolnoma enaka kot okusna
SU(3) reprezentacija kvarka-anrikvarka: vse kar je potrebno formalno narediti je zamenjati simbole: u-R, d-G, s-B.
Enako velja pri sklapljanju treh barv oz. treh kvarkov (barioni)

Postulat. Vsi hadroni so brezbarvni oz. pripadajo singletnim reprezentacijam barve grupe.

Iz tega postulata lahko takoj ugotovimo, da je edino mozno “barvno mezonsko stanje”

1 _ _ _
—3(|RR > +|GG > +|BB >). (40)
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Valovne funkcije mezonov lahko sedaj zapisemo v malce bolj celoviti obliki:

| >= |okusni del > — (][RR > +|GG > +|BB >). (41)

1
V3
|okusni del > pa je lahko pravzaprav katerakoli izratunana okusna valovna funkcija mezonov (SU(3), SU(4),...).
Enako velja v primeru barionov le da zamenjamo barvni del valovne funkcije bariona

=
V6

ki pa je popolnoma antisimetri¢na. Torej:

|t >= |okusni del > i(|BGR > —|BRG > +|GRB > —|RGB > +|RBG > —|GBR >). (43)

V6
6.2 SU(3)®SU(2) mezoni

Vemo, da je valovna funkcija hadronov sestavljena iz prostorko-casovne ter okusne, barvne in spinske valovne funkcije.
Seveda sem rekla, da je orbitalna vrtilna koli¢ina enaka 0 oz. sem rekla, da je prostorska valovna funkcija simetri¢na.
Okusno valovno funkcijo sem obravnavala vse do sedaj, tako da je tudi ta ze znana. V prejSnjem poglavju pa sem
uvedla Se barvno valovno funkcijo. Manjka torej le Se spinski del. V navadi je, da se spinski prostor direktno sklopi z
okusnim. Torej SU(3)®SU(2) (okus-spin).

(IBGR > —|BRG > +|GRB > —|RGB > +|RBG > —|GBR >), (42)

Torej iz tripletne fundamentalne predstavitve SU(3) grupe (Ju >, |d >, |s >) dobimo sekstet |¢gs >= |¢ > X1,
(lu T>= Ju > ®x11, lu |>= |u > ®X1_1, |d 1>= |d > ®X11, |d |>=|d > ®X1_1, [s T>=|s > ®X11,
[s |>=|s > ®X%7%), ki je fundamentalna predstavitev SU(6) grupe. Enako vleja za antitriplet oz. antisekstet (le
SU(3) okuse zamenjamo z antiokusi).

Da ugotovimo kaksne plete imamo, uvedemo novo “reprezentacijo”:
BlsU(6) —313 SU(3) ® SU(2) oz.

BlsU(6) —13h2] SU(3) @ SU(2), kjer je zapis

[{plet},celoten epln]SU(g) ® SU(Z)

Torej lahko za mezone zapisemo:

[{'3}, %] ®[{'3}, %] =[{"3}e {31, ]e [{"3} @ {3},0] = [{*8}, 1] @ [{*1}, 1] @ [{*8}, 0] & [{*1}, 0], (44)

kjer zapis pomeni [{§tevile delcev v pletuplet) celoten spin).

Do sedaj sem obravnavala le mezonski nonet s celotnim spinom 0 (singlet v spinu; psevdoskalarni mezoni: J = 07,
kjer je J = L+ S, P = —(—1) pa je parnost bozonov). Kot vidimo iz racuna, pa obstajajo e trije drugi noneti
(spinski triplet; vektorski mezoni: J¥ = 17), To vemo tudi iz meritev, saj so zaznali delce z isto kvarkovsko sestavo a
razli¢no maso. Razlika v masi je potemtakem posledica razlike v spinu.

Novo valovno funkcijo za mezone lahko sestavimo kot smo sestavljali prej: vzamemo npr. stanje z maksimalno utezjo
s spinom | 77>.Ostale iz okteta oz. noneta dobimo s preslikavami z operatorji i Ui, VE oz, z upostevanjem
ortogonalnosti. Seveda se s tem spinski del ne spremeni oz. z drugimi besedami: cel nonet ima enako spinsko valovno
funkcijo. Ostale mezone z isto kvarkovsko sestavo vendar “nizjimi”projekcijami spina pa dobimo z operatorjem

ST Xsm = \/s(s +1) —m(m — 1)Xsm—1, (45)

ki je tukaj dvodel¢en operator: S- =9 (1) + S ~(2). Singletno valovno funkcijo spina pa dobimo z upostevanjem
ortogonalnosti na stanje tripleta s spinom |1,0 >. Lahko pa si pomagamo s Clebsch-Gordanovimi koeficienti (glej 9):

3 3 3
wTSJSS,&Ms — E noomo T Yy 13,330y, 333 o1 s2 |9 X X (46)
y171381m51y272332m52 7_133 7_233 |7_33 YiriTy YoryTy Ms1 Mo | MS S1Ms1 XS2Ms2)

733,733, me1,maa
vendar ta enacba velja le za stanja z istim celotnim spinom; drugace pa je potrebno upostevati Se izoskalarni faktor.
Tako dobimo isti okusni del kot prej, le da je pomnozen Se s spinsko valovno funkcijo. Torej:
e oktet
— SUB)®SU(2)1L: |okus > | 11>°

SSU(Q)S’MS — SU(z)celoten spin, projekcija spina
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~ SU3)®SU)"0: Jokus > L(| 11> +| 11>)
— SU3)®SU((2)b~1: |okus > | [|>

e singlet
— SU3)®SU(2)*°: Jokus > —=(| 11> —| 11>)

Seveda je vse Se direktno pomnozeno z barvno valovno funkcijo za mezone 40. Npr. stanje z maksimalno utezjo za
psevdoskalarni mezon v osnovnem stanju:

7 = ud > \%(I 1> - |u>>f

6.3 SU(3)®SU(2) barioni

Barione pa lahko z upostevanjem, da so fermioni, obravnavamo Se na malce drugacen nacin. Vemo, da zaradi Pauli-
jevega izkljucitvenega nacela mora biti celotna valovna funkcija fermionov popolnoma antisimetri¢na. Vemo, da je
prostorska valovna funkcija simetri¢na ter da je barvna antisimetri¢na. Tako morata biti okusna in spinska valovna
funkcija skupaj simetri¢ni. Torej ali sta oba dela simetri¢na ali oba anisimetri¢na. Obstaja pa Se tretja moznost: okus
z meSano simetrijo ® spin z mesano simetrijo 4+ okus z meSano antisimetrijo ® spin z meSano antisimetrijo. Lahko
zapisemo:

(IRR > +|GG > +|BB >) = —(|uyd, > —|ujd; >)—=(RR > +|GG > +|BB >).

7 7

SUB)eSUE2) = (BleBlel3)e (e[ 2e['2)= (47)
(P e Pgle P8l P1) @ (P4 @ 2] @ [2) =
= (SOMs®OMyuPA)R(SEMs® My).

Imamo torej le dve moznosti:

(10,4) = [10}, ] (15)
1 1 1 1
ﬁ[(& 2) + (87 2)] = ﬁ([{38}7 5] + [{38}7 5]) (49)

To se pa ujema z eksperimenti. Obstaja namreé le 56 stanj. Stevilo stanj v dekupletu je 40 (=10x (2s+1); s = 3, v
oktetu pa 16 (=8x(2s+1); s = 1). Torej obstaja le SU(6) 56-plet (pricakovali pa bi Se tri plete: [70], [70], [20]; le-ti
pa niso simetri¢ni).

Sedaj pa postopamo povsem enako kot v primeru mezonov: okusni del valovne funkcije pomnozimo s spinskim delom:

e dekuplet
— SU(3)®SU(2)2°3: |okus > | m>
— SUB)®SU(2)2'2: |okus > J=(| 111> +| 111> +[ 111>)
— SUB)®SU(2)22: Jokus > J=(| LLT> +| LT1> +| 111>)
— SU(3)®SU(2)23: |okus > | [|]>)

e oktet

— SU(3)@SU(2)2z:
lokus >, Xar, + |0kus > Xms =
= |okus >n, 7(‘ TIT> = 111>) + |okus > %U TL> +[ 111> =2[17]>)

— SU(3)®SU(2)2 =
|okus >nr, Xnma + |0kus >pg Xns =
= [okus >1, J5(| 111> = TL>) + [okus >arg J5(| 111> +] 111> =2| 171>)
X tu predstavlja spinsko valovno funkcijo z meSano simetrijo, xar, pa spinsko valovno funkcijo z mesano anti-
simetrijo.

Vse barionske valovne funkcije pa pomnozimo $e z izrazom 42. Tako dobimo antisimetri¢no valovno funkcijo. Naj-
veckrat omenjani stanji sta nevtron ter proton, ki ju lahko zapisemo kot (brez barvnega dela oz. brez izraza 42):

[Q‘UleuT > +2|uTqui > +2|dluTuT > 7|UTuidT > 7|’UJTdTul > f|uldTuT > —

1
S=
|pT \/E
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—ldyuyur > =|dyuruy > —lujurdy >]
1

V18

\nT >= [2|deTul > +2|uldeT > +2|dTuldT > —|deluT > _|dlquT > —‘qule > —

_|didT“T > _|dTqul > —‘quldT >].
Ostali barioni okteta pa so na sliki 12, barioni dekupleta pa na 13.

%T“

=3
[

%TEB A

Pom

Slika 12: Barioni okteta v ravnini (733,Y).

Slika 13: Barioni dekupleta v ravnini (733,Y).

7 SU(3)®SU(2), SU(4)®@SU(2) HADRONSKE MASNE FORMULE

Predpostavka. Del Hamiltonke, ki zlomi simetrijo, je skalar v spinskem prostoru: {flm, (5‘)2}_ =0.

H,,; torej vodi do razcepa mas delcev z razliénim spinom v SU(6) oz. SU(8) multipletu. Posledica tega je: stanja z
isto kvarkovsko sestavo a z razlicnim spinom imajo razliécno maso.

7.1 SU(6) Giirsey - Radicati masna formula za hadrone

V prvem priblizku lahko re¢emo, da H,,; (3)2 oZ.
Hoi = a¥ 4+ 57 — 1(V)7) + e(8)°. (50)
Tako se masna formula, ki velja za barionski “oktet” ter “dekuplet” (za cel 56-plet) glasi:
M=m+aY¥ + 83 +1) - i(Y)Q)—i—eS(S—i—l). (51)

Ujemanje z eksperimenti je Se vedno zadovoljivo.

Za masno formulo SU(6) mezonov pa moramo narediti ponovno ze standardni spremembi: masa ja masa kvadrat,
odstraniti je potrebno operator Y. Vse ostalo ostane nespremenjeno.

7.2 SU(8) Giirsey - Radicati masna formula za hadrone

S pomocéjo poglavij 7.1 ter 5.3 lahko kar zapisemo SU(8) masno formulo za barione:
1
M=m+aY +8(r*(t* +1) - Z(1/)2)+§C4+65(S+1). (52)

Le-ta pa ponovno ne drzi za SU(4) mezone, ¢e ne naredimo nekaj sprememb: masa je masa kvadrat, Y odstranimo,
namesto Cy pa pisemo (Cy)*:
1
M =m+ B (r* +1) = 2(Y)*) +6(Ca)* + €S(S + 1). (53)

SU(8) masna formula se slabse ujema z meritvami kot SU(6) masna formula iz ¢esar lahko sklepamo, da je SU(4)
okusna simetrija bistveno bolj zlomljena kot pa SU(3) okusna simetrija.
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8 ZAKLJUCEK

V prvem oz. drugem delu tega seminarja sem obravnaval SU(3) oz. SU(4) hadronske multiplete. Sledila sta jima
poglavja, ko sem okusnim prostorom kvarkom z direktnim produktom dodala spinski del in nato Se barvni. Seveda so
bili hadroni obravnavani le v njihovih osnovnih stanjih oz. sem rekla, da je tirna vrtilna koli¢ina L=0 (prostorski del
valovne funkcije hadronov je simetricen).

Zlom simetrije SU(3) oz. SU(4) pa sem obravnavala v poslednjih poglavjih z obravnavo masnih formul hadronov. Iz
rezultatov vemo, da je SU(4) simetrija bistveno bolj krgena kot SU(3), ki pa je tudi znatno bolj krSena v primerjavi z
SU(2) simetrijo.

Torej se da grupo SU(3) odli¢no uporabiti za razvrstitev hadronov v multiplete ter za dolo¢itev njihovih valovnih
funkcij. Za izracun lastnosti pa se je potrebno posluziti kvantne kromodinamike (QCD) oz. kaksne njene poenostavitve
(perturbativna QCD, mrezna QCD, 1/N razpon, kiralna perturbacijska teorija, tezka kvarkovska efektivna teorija),
kajti obravnava se problem velikega Stevila delcev, kjer oblika potenciala med kvarki ni razjasnjena, problem pa
predstavlja tudi jakost moc¢ne interakcije.

9 DODATEK

9.1 Antisimetriéni f¥* ter simetriéni d”* SU(3) tenzor

ijk 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678

fijk 1 1 1 1 1 1 1 V3 V3
2 2 2 2 2 2 2 2

ik || 118 | 146 | 157 | 228 | 247 | 256 | 338 | 344 | 355
Bl 1 I 1 1 I 1 1 1 1
V3 2 2 V3 2 2 3 2 2

ijk 366 | 377 | 448 558 668 778 888
Jiik _ [ S IR S R SR 1T
2v/3 2v/3 2v/3 2v/3 2v/3

(S

I
2

9.2 Antisimetri¢ni f¥* ter simetriéni d”* SU(4) tenzor

ijk || 123 | 147 | 156 | 19,12 | 1,10,11 | 246 | 257 | 29,11 | 2,10,12 | 345 | 367 | 39,10 | 3,11,12
a0 S S T I I 6
ijk || 458 | 49,14 | 4,10,13 | 59,13 | 5,10,14 | 678 | 6,11,14 | 6,12,13 | 7,11,13 | 7,12,14 | 89,10
PIET S T3 T8 1 3 [FL 3 [ 3 [ 5 | % |2a
ijk || 8,11,12 | 8,13,14 | 9,10,15 | 11,12,15 | 13,14,15
fijk 1 - 2 2 2

23 V3 3 3 3

ijk 118 | 1,1,15 | 146 | 157 | 19,11 | 1,10,12 | 228 | 22,15 | 247 | 256 | 29,12 | 2,10,11 | 338
Jiik T T T T T T T T I T I T T
/3 /6 2 2 2 2 /3 /6 2 2 2 2 /3
ijk 33,15 | 344 | 355 | 366 | 377 | 399 | 3,10,10 | 3,11,11 3,12,12 | 448 44,15 | 49,13
Jiik T T T I I T T I I 1T T T
/6 2 2 2 2 2 2 2 2 2.3 /6 2
ijk 4,10,14 | 558 55,15 | 59,14 | 5,10,13 | 668 66,15 | 6,11,13 | 6,12,14 | 778 | 77,15
dik I __I 1 _1 1 1 1 1 I __I 1
2 23 6 2 2 23 V6 2 2 23 V6
ijk 7,11,14 | 7,12,13 | 888 | 88,15 | 899 | 8,10,10 | 8,11,11 | §,12,12 | §,13,13 | 8,14,14 | 99,15
Jiik I T __T T T T 1 T _T L _1T
2 2 3 6 2v/3 2v/3 2v/3 2v/3 3 V3 NG
ijk 10,10,15 | 11,11,15 | 12,12,15 | 13,13,15 | 14,14,15 | 15,15,15
dk __1 __1 __1L __1L __L __1
V6 V6 V6 V6 V6 \/2/3

9.3 Stanja z maksimalno utezjo

Def. Stanje |[723Y > je stanje z maksimalno utezjo 0z. VYmaez = |732Y >pmae > [73%Y" > natanko tedaj, ko 732 > 73%
in za 733 = 733 velja Y > Y.

Na sliki 3 na strani 5 je stanje z maksimalno utezjo za kvarke (%, %), za antikvarke pa stanje (%, f%)
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Splosno lahko zapisemo stanje z maksimalno utezjo v obliki: [733Y >,4,= |52, 229 > kjer

(V)P e = 0 in (V7 )Pman # 0 ter (7)1 (V7 )PYpae = 0 in (T7)U(V 7 )Phpas # 0.

&
A%

[p[a] |
0| 0| trivialno
10| triplet ™
0 | 1 | antitriplet
171 mezoni
Tabela 9: D(p,q) reprezentacija.

Slika 14: Dolocitev p, g.

9.4 Clebsch - Gordanovi koeficienti za grupi SU(2) ter SU(3) s sklapljanjem delec:delec
oz. delec:antidelec

Vemo, da lahko stanja konstruiramo tudi s pomoc¢jo ti. Clebsch-Gordanovih koeficientov (CGC):
3 3 3
3 733 T T T
1/1;—,1;_}1/27_; = Z ( ] T2§3 ||7.33 >wY17fo3ng‘r§‘r§37 (54)

33 33 Tl?)3
38,75

kjer izraz v oklepaju predstavlja CGC. Seveda moramo na ta nac¢in dobiti iste valovne funkcije kot pa z delovanjem
operatorjev na ze znano stanje.

Za dolocitev CGC pa so pomembne relativne faze:

e v izomultipletu:

FEY >= /(3 4+ 1) — rB(r3B £ 1) |72 £ 1Y > (55)

e med razli¢nimi izomultipleti (Biedenharn):

~ 1 1 1 1
U3 18Y >=uy|r® + 5733 F iY +1>tu_|r - 5733 ¥ iY +1> (56)
~ 1 1 1 1
VESBY >= o, 7% + 5733 + §Y +1>+o_|r° - 57'33 + §Y +1> (57)

Da dolo¢imo CGC pa moramo delovati na npr. stanje z maksimalno utezjo (glej poglavie 9.3) enkrat z operatorji 7,
U®, VT na oba delca kot celoto, enkrat pa na vsak delec posebaj (v smislu enacb 55, 56 ter 57). Tako dobimo:
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d@d s@s (M d@d T3
(j1,m1)(j2,mz) T
v
1 (T, T2 (T %, T552, 73
Y@l 1710
(e EE [ 1] 0] 0 ST [3]
[ % %) | %] % | 1 @Y% [ REIR Y
[Cate)ale) | e[4e | 1 1j]1]0
[0em0a7) | 1 0loo
(el iBete %) | 1 | 0| 0] 1
3 ‘(‘/2,‘/2,‘/2)(‘/2,—‘/2,-‘/2) LT I |
1@l 35| %] Ve ‘(‘/2,—‘/2,‘/2)(‘/2,‘/2,-‘/2) B 1]
0y | 1] | % ‘(‘/2,—‘/2,‘/2)(‘/2,—‘/2,-‘/2) 1
[Onfe-te) [4[3s [ %] &
[Oogele) [3] =] e |
00 | ¥ | % | %
[(.0)(%,-%)
[0-n0ak) | s | 3| 2%

[0 | 1

Slika 15: CGC za grupo SU(2) s sklapljanjem dveh delcev oz. dveh spinov levo ter CGC za adjungirano grupo SU(2)
s sklapljanjem delca in antidelca (primer je pionski triplet) desno.
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Slika 16: CGC za grupo SU(3) s sklapljanjem dveh delcev na sredi ter CGC za sklapljanje delca in antidelca (mezoni)
spodaj.
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Slika 17: CGC za grupo SU(3) s sklapljanjem treh delcev (barioni).
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